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PRÉFACE. 


J'ai  essayé  d'écrire  ce  petit  Livre  dans  le  but  d'être 
utile  aux  élèves  des  Universités. 

Certes,  il  ne  manque  pas  de  beaux  Traités  ou  Cours 
d'Analyse.  En  quelques  points,  très  naodestement,  je 
cherche  seulement  à  les  compléter  un  peu,  et  c'est  ce 
que  je  dois  expliquer  ici. 

Il  me  semble  d'abord  que  les  étudiants,  ceux  surtout 
qui  travaillent  seuls,  n'auront  jamais  trop  de  Livres 
d'Exercices.  J'indique  donc  la  solution  de  problèmes, 
presque  tous  posés  à  l'examen  du  Certificat  de  Calcul 
différentiel  et  intégral. 

D'autres  exercices  sont  fournis  par  les  transcen- 
dantes classiques,  qu'on  rencontre  incidemment 
dans  beaucoup  de  recherches,  et  qu'il  faut  savoir 
manier. 

Comme  le  faisait  M.  Painlevé,  dans  le  Chapitre  qu'il 
a  annexé  aux  Exercices  de  Tisserand,  je  rappelle,  au 
début,  l'énoncé  de  quelques  théorèmes  importants,  en 
tâchant  d'être  précis,  et  en  m'efforçant  de  ne  pas  tomber 
dans  cet  excès  de  subtilité  que  M.  H.  Poincaré,  au 
Congrès  des  Mathématiciens  de  1908,  a  nommé  le 
Cantorisme. 

Voilà  pour  la  première  Partie,  très  élémentaire,  de 
ce  Livre. 
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En  second  lien,  j'esquisse  le  contour  de  quelques 
Leçons,  sur  des  sujets  dont  l'étude  est  récente. 

Par  là  même,  ces  questions,  aujourd'hui  en  pleine 
évolution,  n'étaient  pas  encore  aptes  à  figurer  dans  les 
grands  Ouvrages  classiques. 

Il  me  semble  qu'elles  pourront  intéresser  les  étu- 
diants dont  l'esprit  est  curieux,  et  voici  le  point  de  vue 
auquel  je  me  suis  placé. 

Dans  la  Théorie  générale  des  fonctions,  il  faut 
partir  de  la  série  de  Taylor  et  faire  un  prolongement 
analytique  avec  Weierstrass,  ou  bien  il  faut  prendre 
poui'  point  de  départ  le  problème  de  Dirichlet,  avec 
Riemann.  Sinon,  toute  la  théorie  de  Cauchy  est  comme 
suspendue  en  l'air. 

Sans  cela,  par  exemple,  on  ne  peut  introduire  dans 
l'intégrale  de  Cauchy  que  les  irancendanlcs  élémen- 
taires^ c'^  \lZ^  arctang^,  etc. 

J'ai  choisi  le  principe  de  Dirichlet,  parce  qu'il  con- 
duit naturellement  à  une  théorie  très  belle,  celle  de 
M.  Fredholm,  et  aux  équations  de  la  Physique.  Je  parle 
donc  des  équations  intégrales  y  dont  chacun  reconnaît 
aujourd'hui  Timportance. 

La  solution  du  problème  de  Dirichlet  va  d'ailleurs 
faire  réfléchir  un  étudiant,  par  le  fait  qu'à  première 
vue  il  lui  semblera  qu'on  est  en  contradiction  avec 
l'énoncé  du  théorème  d'existence  classique,  dit  théo- 
rème de  CaucJiy-Kowalesky ,  sur  les  solutions  des 
équations  aux  dérivées  partielles.  Mais  c'est  qu'un  co/^- 
tour  fermé  ne  correspond  plus  du  tout  à  la  démons- 
tration de  ce  théorème  classique. 

Et  voici  donc  un  avertissement  suggestif  :  un  énoncé, 
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très  général  et  très  beau,  n'épuise  pas  forcément  une 
question.  Il  est  bien  d'autres  théorèmes  d'existence 
que  ceux  de  Cauchy  (').  D'ailleurs,  des  cas  tiès  inté- 
ressants peuvent  se  présenter  ou  cet  énoncé  tombe  en 
défaut. 

Cela  nous  amènera  à  la  théorie  àd^caractérlsliques, 
définies  précisément  comme  inultipllcilés  d^ exception 
relativement  au  théorème  de  Cauchy. 

Et  la  théorie  des  caractéristiques  nous  conduit  à  la 
classification  des  équations  du  second  ordre,  en  types 
elliptiques,  hyperboliques,  paraboliques. 

L'équation  de  Laplace  est  du  type  elliptique;  nous 
indiquons,  après  la  théorie  du  potentiel,  la  solution 
qui  résulte  de  l'œuvre  de  M.  Fredholm,  Puis  nous 
parlons  de  certaines  éfjuations  du  lype  hyperbolique, 
linéaires  et  complètement  intégrées;  en  particulier, 
ceci  nous  permettra  de  montrer  la  valeur  de  deux  idées 
qui,  dans  cet  ordre,  se  rejoignent  constamment  et  se 
complètent  :  la  Méthode  de  Riemann  et  les  Approxi- 
mations successives  de  M.  E .  Picard. 

Enfin,  on  a,  à  ce  jour,  assez  peu  de  résultats  très 
généraux  sur  le  type  parabolique.  C'est  encore  une 
équation  intégrale  qui  semble  devoir  jouer  ici  un  rôle 
important.  Nous  donnons  donc  simplement,  à  ce  sujet, 
une  étude  rapide  du  célèbre  problème  d'invei'sion 
d'Abel  et  des  équations  intégrales  de  M.  Yolterra. 

Mon  but  sera  atteint  si  j'ai  amené  quelques  jeunes 
étudiants  à  réfléchir  sur  quelques-unes  des  hautes  ques- 


(^)    Voir  les  Conférences  de  M.  Picard  et  \a  Notice  sur  les  tra- 
vaux de  M.  IJadamard.  Paiis,  Gautliier-Villars. 
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lions  que  pose  le  Cours  classique  de  la  Licence  es 
Sciences  mathématiques,  si  j'ai  réussi  à  montrer  des 
faits  intéressants,  et  si  j'ai  ainsi  aiguisé  la  curiosité  de 
quelque  lecteur. 

M.  Emile  Picard  a  bien  voulu  me  permettre  d'user, 
pour  ma  rédaction,  de  ses  belles  Leçons,  qui  sont  tou- 
jours un  régal  pour  l'auditoire.  J'ai  largement  profité 
de  l'autorisation,  en  ce  qui  concerne  les  équations  de 
M.  Fredholm  et  de  M.  Volterra. 

Il  m'est  agréable  de  dire  à  mon  maître,  à  cette  occa- 
sion, mon  affectueuse  et  respectueuse  reconnaissance. 

Septembre  1908. 


EXERCICES  ET  LEÇONS 

D'ANALYSE 

INTRODUCTION. 


RappeJoDs  quelques   formules  importantes  et  quelques 
théorèmes  fondamentaux. 


I.   —   Géométrie. 
Courbe  plane.  Rayon  de  courbure  : 

y=y{x),         R='        ■      ' 


x=f{t),      y  =  git),       R  = 


dx  d^y  —  dy  d-  x 

Courbe  gauche.  Formules  de  Frenet-Serret  : 

^(5),    yis),     z{s),         (5  =  arc), 
A^  =  dy  d^z  —  dz  d^y     \ 

^  r^.  dz  d'- X  —  dx  d'' z      l     Z  =  \\dx     d^x     d^x\\     (»), 
C  =  dxd^y-  dyd^x     \ 

R  ==  rayon  de  courbure,       T  =  rayon  de  torsion. 

Cosinus  de  la  tangente  :  a,  p,  y. 

Cosinus  de  la  ngrmale  principale  :  ce',  ^'  y'. 


(')  Ce  symbole  représenle  un  déterminant  dont  on  n'écrit  que  la  pre- 
mière ligne. 
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Cosinus  de  la  bi normale  :  a",  [j",  y", 


I              A24-B2  + 

G2 

I 
T  " 

c 

R-^  ~            ds^ 

' 

-    A24-B2+G2 

d'j.         a' 
ds    ~  ^' 

^3 

R' 

ds~  K' 

d'j!'        a! 
ds   =  T' 

..., 

da!             a 
Ts   """  R" 

a" 

.. 

" 

Courbes  tracées  sur  une  surface  : 

i^'  Lignes  de  courbure  :  les  normales  à  la  surface  le  lon<^ 
de  ces  lignes  forment  une  développable,  ou  bien  le  rayon 
de  courbure  est  maximum  (ou  minimum); 

2"  Lignes  asjmptotiques  :  le  plan  osculateur  est  le  plan 
tangent  de  la  surface  ; 

3"  Lignes  géodésiqiies  :  le  plan  osculateur  est  normal  à 
la  surface. 

Coordonnées  curvilignes.  —  La  théorie  des  surfaces 
comporte  l'emploi  des  coordonnées  curvilignes 

ds^  =  ^dx-^  =  dx^  +  dy^  -f-  dz^ 

(carré  de  différentielle,  non  différentielle  du  carré), 

ds^  =Edu'^-h'2F  dudi^-hG  dv'^, 
EG  —  F2  =  H2  >  o. 

Ansle  des  directions  det^'. 


n  dx  ùx 


,  ,     ^  ,        r\  ax  ox  • 

COS(rf.,0.)=Sj^-^ 

Iî;  du  ùit  -i-  ¥{duùv-^  dv  ou  )  -+-  G  dv  Bv 
v/E  du- . .  .  /E  ou-  . .  . 
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^H        Cosinus  de  la  normale  d'une  surface  :  c,  c',  d' ^ 

I 


_i_  D(.r,  ^) 
H  D  (  w,  (^  ) 


On  a  les  autres,  en  permutant  circulairenient,  x,  y,  s. 

Posons 

D   =  Il  <,      a?;,     a?;  Il,  * 

D   =  Il  00, n,     :r„     07 (,  II, 

D"=ii<.    <  ^;||. 

On  a,  de  suite, 

^cd^x  =  -^  (  D  du'^  +  2  D'  o^a  ^p  -h  D  "  dv^^  )  ; 

d'où  les  asympto tiques 

D  ^w2  +  2  D'  rfi<  dv  +  D"  ^p2  ==  o. 

Angle  de  la  normale  ^  à  la  surface^  avec  la  normale 
principale  n  d'une  courbe  de  la  surface.  —  N  a  pour 
cosinus  c,  c',  d' . 

La  courbe  a  pour  cosinus  de  sa  tangente  a,  a! ^  a",  et 
pour  sa  normale  principale  n  :  b,  b',  h\ 

da        h  UN 

— -  =  -  (r  rayon  de  courbure), 

dx 


d'où 


ds 


H          ^,              \y  da^  +  2  D'  du  dv  +  D"  dv"^ 
—  cos(N,  Al)  =    ,,    ,   ., ^r-y — -j TT-rr-) 


d'où  le  théorème  de  Meusnier,  et  aussi  les  Lignes  de  cour- 
bure. 
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Soit  R  un  maximum  pour  r,  dans  une  section  normale 
I  cos  (  N ,  /i  )  I  =  I 

(nous  négligeons  la  question  de  signes). 
Écrivons  donc  que  l'équation 


a  ses  racines  égales 


{Edu^-^...}  =  o 


D  du  -+■  D'  dv  —  ^  {E  du  -h  ¥  dv)  =  o, 

D'du-^ï)"di>—  ^4{^du^Gdv)  =  o; 
n 


d'où  les  lignes  de  courbure 

{Ddu^  D' dv)  (F  du -¥■  G  di>)  =  (D'  du -h  D"  di>)  (E  du -h¥  dv); 

d'où  les  rayons  principaux 


Soient  R,  et  R2  les   rajons  principaux,   on  a   (O.    Ro- 
drigues) 

dx  -^  Ride  =  o,         dy  -+-  Ri  de'  =  0,         dz  -\-  Ri  de"  =  o, 
Sa?  -i-  R2  3c  =  o,         ^y  -t-  R2  oc'  =  o,        Bz  -h  R2  oe"  =  o, 

d  et  ^  sont  les  deux  directions  des  lignes  de  courbure. 
Les  lignes  asymptotiques  sont  encore  données  par 


o  =  dp  dx  +  dq  dy         pour 

Les  lignes  de  courbure  par 

o  =  \\dx    dX     A  II, 


f(^,y)' 


I 
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A{u^  v)^   B,   G  étant   les   paramètres   (pas   forcément   les 
cosinus)  de  la  normale 

dx  -\-  p  dz        dy  -\-  a  dz  ..         . 

dp      ^      de,  P°"'     ^=/(^.r), 

et  alors  l'équation  en  R,,  Ro  sera 


+  (l  4- />2  4-^2)2=0. 

Surface  déve/oppable 

Ou  bien  :  même  plan  tangent  le  long  d'une  génératrice 

X  =  âz  -+•/>, 
y=  bz-^q-, 

a,  6,  /?,  q,  dépendent  de  a;  ce  qui  donne 
db  dp  —  da  dq  =  o. 

Surface  réglée.  —  Le  point  central  I  est  tel,  qu'en  1, 
le  plan  tangent  fait  un  angle  de  90°  avec  le  plan  tangent  à 
l'infini, 

lange  =KÏM  (Chasles), 

9  est  l'angle  des  plans  tangents  en  M  et  en  I,  K  est  con- 
stant sur  une  génératrice. 
Congruence  de  normales  : 

X  =  az  H-/?, 
y^bz-^q; 

a,  6,  /?,  q  dépendant  de  a,  [3. 

Ces  droites  sont  les  normales  d'une  surface  si  l'on  a 

a/?a  -4-  bq'y^  ap'u  -+-  bq'<A 

,  =^  «a  H — — ====  d^  =  différentielle  exacte 

=  r/X(a,  P). 
La  surface  est  alors  donnée  par  z  = 


/a2  +  62  -f-i 
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Surface  moulure.  —  Un  système  de  lignes  <ie  courbure 
est  formé  de  courbes  planes  et  situées  dans  des  plans  paral- 
lèles. Le  plan  étant  celui  des  xy^  on  a 

X  =  4^(a)  cosa  —  ^'(ol)  sina  -H  ^{z)  cosa, 
j^  =  ij;(a)sina  -+-  ^' (oc)  cosa  +  cp(2)  sina. 

Le  plan  étant  celui  des  xz^  on  aurait 

v/i-h  a2 
y/l  -h  «2 


IL  —   Intégrales  et  séries. 
(Domaine  réel.) 

Une  fonction  f{x)^  continue,  a  une  intégrale,  limite  de 
somme. 

L'intégrale  existe  encore  si  l'on  a  un  nombre  fini  de 
discontinuités  finies  ou  de  discontinuités  infinies  de  certain 
genre. 

Exemple  : 

r"  f{x)dx  , 
J^     {a  —  xyn 


est  bien  déterminé  si  l'on  a  f{x)  borné  et  /?i  <  i . 
Exemple  : 

/J(jv  dx         (4^=  logarithme) 

est  bien  déterminé. 

Dans  certains  cas,   aussi,   on    peut   prendre    un  champ 
d'intégration  infini. 
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Exemple  : 


f 


f(x)  dx 


est  bien  déterminé  si  l'on  a/(^)  borné  et  [a  >  i . 
Exemple  : 


Jf      sina?  dx 
A  ^ 

est  bien  déterminé. 
Soit 

F(^)=  f  fi^)dxy 
•A 
on  a 

F  est  l'intégrale  générale  ou  primitive. 

Si  /est  rationnel,  F  contient  une  partie  rationnelle,  des 
logarithmes  et  des  arc-tangente. 

Soit 

f=R(sinx^  cosx)         (R  =  rationnel), 

on    peut    intégrer,    car    sin^    et    cos^r    sont    rationnels 

en  ^  =  tang  — . 

Soit 

/=  e^^'^Rix), 

il  s'introduit  une  transcendante  nouvelle 

C  e^  dx  r  dx        ,         •  ,         .      .       1 

/    ou  /   — —  =  logarithme  intégral. 

J      ^  J  Kj^ 

Soit 

y  =  ew^R(sina7,  cosa?), 

nous  avons  la  transcendante  nouvelle 


e^^  cot—  dx 


(Hermite,  Cours  d'Analyse,  1878,  Gauthier-Villars). 
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Soit  P,i  un  poljnome  de  d(^gré  n. 

Si  /=  K(œ,  y/Po  )j  on  ramène  aux  fonctions  rationnelles. 

Si  y^  R  (^,  y/P/^j,  on  a  des  quadratures  elliptiques 
(ai  ^  3,  4)  ou  hjperelliptiques,  dont  la  théorie  des  fonc- 
tions complexes  montre  le  vrai  sens.  Soit 

on  peut  rendre  rationnel  si  p  ou   ou  p  -\ est 

^  ^  n  f^  n 

entiej\ 

Soit  une  série  ^w„(^),  si  eWeconwev^e  uniformément, 
elle  représente  une  fonction  continue,  et  l'on  obtient  l'in- 
tégrale en  intégrant  chaque  terme. 

bi  > — -1 — -  converge  aussi  unitormement,  elle  repré- 
sente la  dérivée  de  la  somme  / ^Un{oo)' 

Même  théorème  pour  une  intégrale,  oix  J\x)  contient  un 
paramètre  a,  lorsque  le  champ  est  infini  ou  bien  lorsque  la 
fonction  devient  infinie,  de  façon  que  les  intégrales  con- 
vergent uniformément. 

Changem^ent  de  variable  clans  une  intégrale.  — 
Posons  X  =  cp(^),  C5  est  continu,  ainsi  que  cp',  à  un  point  x 
correspond  un  point  t,  et  réciproquement. 

Si  /{ce)  est  continu,  f^o(t)^  =  F(t)  est  continu,  on  a  alors 


f{x)dx=  F 

"1  ^<i 


{t)  dt 


«1=  ?('l). 


Ceci  suppose  o'{t)  non  nul. 

Si  ^  et  cp'  sont  discontinus  en  ^25  'es  deux  membres  sont 
égaux,  tous  deux  déterminés  ou  tous  deux  indéterminés. 

On  passe  ainsi  au  cas  où  l'on  a  un  nombre  fini  de  discon- 
tinuités. 

Même  résultat  pour  un  champ  infini  (*).  * 

('  )  Pour  ces  questions  fondamentales,  voir,  par  exemple,  les  Mémoires 
de  M.  C.  Jordan  et  M.  de  la  Vallée-Poussin,  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques de  M.  Jordan,  1892. 
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Bien  eolendii,  on  passe  au  cas  où  cp'  s'annule  un  nombre 
fini  de  fois. 

Intégration  par  parties.  —  Quand  il  n'j  a  pas  d'ambi- 
guïté  à  craindre,  U^"^  ou  U'^  représente  ■^^* 

Q.  =  U V«-i  —  Ui  V«-2-h . . .  H-  (-  I  )'^-i  vu«-i. 
Soit  le  cas  élémentaire 

i"  Si  /  et  C5  sont  continus  dans  le  domaine  a6,  /'  et  cp' 
ayant  des  discontinuités  isolées. 

Si    /    /cp'  t/x  a  un  sens,   j    f  o  dx  aura  un  sens. 

v°  Si  6  =  00,  si  deux  des  trois  termes  oai^  un  sens 


J'ff';  ff'f>  l/?lâ- 


le  troisième  est  bien  déterminé. 

L'intégrale  multiple  est  encore  une  limite  de  somme. 
Une  intégrale  multiple  se  réduit  à  des  quadratures  succes- 
sives, dans  un  ordre  arbitraire,  si  la  fonction  n'a  qu'un 
nombre  fini  de  discontinuités  finies  sur  une  parallèle  quel- 
conque aux  axes. 

S'il  y  a  des  discontinuités  infinies  ou  si  le  champ  d'inté- 
gration est  infini,  l'intégrale  n'est  déterminée  que  si  cela 
a  lieu,  la  fonction  étant  remplacée  par  son  module. 

Sinon  on  aurait  l'analogue  d'une  série  semi- conver- 
gente, dont  la  somme  dépend  de  l'ordre  des  termes.  C'est 
une  différence  profonde  entre  l'intégrale  multiple  et  l'inté- 
grale simple,  qui  tient  à  des  considérations  à' Analysis 
situs. 
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La  dérivation,  par  rapport  à  un  paramètre,  donne  lieu  au 
même  théorème  que  pour  une  quadrature  simple. 

On  peut  changer  de  variables,  soit  ^^  =  c2/(wa),  J  est  le 
jacobien 

j  ^  Il  àxj 

V  ¥{xi)  dxx  dxi . . .  dxn  —  }^  F  [cp/( M>i  )]  |  J  |  du^  du^ . .  .  dun' 

Ùx  et  Çiu  sont  les  champs  correspondants. 

On  suppose  J  continu  et  ne  s'annulant  qu'en  un  nombre 
fini  de  points  sur  toute  parallèle  aux  axes. 

Etudions  maintenant  les  intégrales  généralisées  :  fonc- 
tion ou  champ  infini. 

Si  la  fonction  ne  change  pas  de  signe,  l'intégrale 
multiple  se  réduit  à  des  quadratures  successives,  dans  un 
ordre  quelconque,  si  cette  opération  conduit  à  un  résultat 
déterminé  (l'infini  compris);  le  théorème  subsiste  si,  la 
fonction  changeant  de  signe,  la  réduction  est  possible  en 
prenant  son  module. 

Quant  au  changement  de  variables,  la  formule  subsiste, 
les  deux  intégrales  sont  égales,  déterminées  ou  indéter- 
minées, si,  à  la  frontière,  les  dérivées  des  ^  sont  discon- 
tinues, si  J  est  nul,  si  la  fonction  est  discontinue. 

Formule  de  Riemann,  dans  le  plan.  —  Soit  C  un 
contour  simj)le,  coupé  en  deux  points  par  une  parallèle  aux 
axes,  (C)  l'aire  renfermée  : 

XX(2-?)**-X"'—"'- 

Formule  de  S tokes- Ampère,  dans  V espace.  —  Soit 
une  portion  de  surface,  ajant  deux  côtés,  limitée  à  une 
courbe  gauche.  Ayant  fixé  un  côté  de  la  surface  et  un  sens 
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sur  la  courbe 


+  'S-5I)''^''^- 


Foj' mules  de  Green  : 


n^^p.^^\dxdydz=   fpdydz-+-qdzdx-^Rdxdy. 

(intégrale  de  volume)  (iolégrâle  suivant  le  bord  exté- 

rieur de  la  frontière) 

Dans  l'espace  (et  aussi  dans  le  plan), 

A  indique  %y-^  symbole  de  Laplace, 

J  =   /  U  V  —  cos  (  /i,  a?  )  «fa  —  /  U  lY  dx  dy  dz, 

d<7  est  Télément  de  surface  de  la  frontière  du  volume,  n  la 
normale  extérieure 

J(V^Y-Y^V)dxdydz=f(u^-Y^^d<J, 

d  i  ,  '    ,  I  .  '   • 

— —  =z  dérivée  normale  extérieure. 
dn 

Séries  trigonométriques  (variable  réelle).  —  Cette 
étude  s'impose  :  i*^  dans  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques, pour  étudier  f{z)  sur  le  cercle  de  convergence; 
•1^  pour  avoir  des  expressions  analyMques  de  fonctions 
discontinues. 

L'étude  élémentaire  comporte  les  conditions  de  Diri- 
CHLKT  :  f{x)  borné  àdiï\s  un  intervalle  a  —  6;  n'ayant  qu'un 
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nombre  fini  de  disconlinuités;  sa  variation  ne  changeant  de 
sens  qu'un  nombre  fini  de  fois. 
Dans  ces  conditions 


lirn 
lim     f 


f    ^(=')l!^^^=^[^(+«)  +  F(-o)]         (a<o<6), 

'      .    ,  sin('2K  + i)a   .  ~ri-/         x       t^  /  i 

F  (a)  — — ^ —d%  =  -[F(-ho)-t-  Fr-TT  — G)]. 


Ceci  suppose  que  F  n'est  infini  qu'en  des  points  isolés 
(non  en  a  =  o  ou  a  =  tt)  ; 

Que  l'intégrale  de  [ F  |  esl  finie  et  déterminée; 

f{x)  dans   l'intervalle  o  —  271  peut  être  représenté  par 

S  =  -  «0-1-  ^^m  cosm:r  -h  b,n  sinmiP, 

I   r''''  I  r''' 

cim=  -    /       /(a)  cosma<ia,  b„i—  —    1       f{'x)s\nmada. 

Pour  oS^=  27C, 

S=^[/(^-0)-f-/(^H-0)]. 

Si  /'(^)  peut  devenir  infini  en  des  points  ^  en  nombre 
fini;  si  l'intégrale  de  1/(^)1  esi finie,  la  foimule  subsiste, 
sauf  en  Ç. 

Dans  un  intervalle  a  —  6,  o  <ia<,b  <^i-^  où  /(^)  est 
continu,  S  converge  uniformément. 

Entre  o  et  2tc,  nous  avons  un  seul  développement  uni- 
formément convergent,  celui  de  Fourier. 

Peut-on  avoir  un  autre  développement,  à  convergence 
non  uniforme,  pour  y (^)? 

La  fonction  satisfaisant  à  certaines  conditions  (de  Diri- 
chlet  ou  de  G.  Jordan,  ou  définies  par  des  propriétés  de 
certains  ensembles)^  la  réponse  est  négative. 

Signalons  un  théorème  de  P.  du  Bois-Rejmond  : 

Lorsque  1     — ^ —/  [x)dxa  une  timitepour  n  =  oOj 
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cette  limite  ne  peut  être  que  -/(-ho).   {Voir  les  Leçons 

de  M.  Lebesgue,  coll.  Borel,  et  le  Mémoire  de  M.  Hurwilz, 
Ann.  Ec.  Norm.,  1902.) 

III.  —  Fonctions  d'une  variable  complexe. 

Si  nous  avons  une  fonctions  réelle  /(^),  si  elle  admet  n 
dérivées,  la  {n  -\-  i)^^™^  restant  finie,  mais  n'étant  pas  déri- 
vable,  on  peut  employer  \di  formule  finie  de  Taj'lor 

h  h^ 

f{x-^h)  =f{x)  +  -f\x)  +  -f"{x)+.. . 


I 


/•(,i+I)(^_+_0/i)^ 


o<6<i. 

Dans  quel  cas  peut-on  passer  à  la  série  infinie  de  Taylor? 
La  théorie  des  fonctions  répond  à  cette  question  (^). 

Soient  V{x^  y)  et  Q(^,  JK)  deux  fonctions  réelles,  déter- 
minées, dérivables. 

Il  faut  et  il  suffît  : 


âP 

dx  ~ 

dP  _     âq 

dx  ""        dy 

Ou  bien  : 

8P  =:.  0  =  ùQ 

{'- 

âx^ 

-h 

à"' 

.   symboh 

Alors  P  4- i'Q  est  fonction  de  x-\-iy^  fonction  holo- 
morphe,  ou  sjnectique,  ou  régulière,  ou  monodrome,  c'est- 
à-dire  déterminée,  ainsi  que  sa  dérivée,  et  continue 

,, ,  dP        .dO 

f^'^=d^-^'d^' 

sjnectique.  Donc  :  toutes  les  dérivées  sont  synectiques. 
(')    Voir  Coll.  Borel  (  Gauthier-Villars). 
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Par  définition,  on  pose 

f  f(z)  dzzzz  I      (P  ^x  —  Q  dy)  -f-  i((ldx  -h  P  dy). 

On  va  de  A  en  B  par  un  chemin  quelconque. 

Jf    /(^)  dz  est  indépendant  du  chemin,  c'est  une  fonc- 

tion  synectique  F,  sa  dérivée  est/.  Donc  :  toutes  les  inté- 
grales sont  synectiques.  Nous  avons  l'analogue  du  théo- 
rème de  la  moyenne 


f{z)dz 


M  X  arcAB, 


M  étant  supérieur  au  module  maximum  de  /sur  Tare. 

(Si  la  fonction  devient  infinie,  ou  l'arc  AB,  voir  ^\\is  loin 
Textension  de  la  notion  d'intégrale.) 

Remarquons  que  f{z)  donne  une  Carte  du  chemin 
de  z. 

Dans  une  région  S  du  plan  de  z=^  x  -\-  iy^  si  la  fonc- 
tion est  holomorphe,  sauf  en  des  points  ou  groupes  de 
points  qui  n'interrompent  pas  la  continuité  de  S,  la  fonc- 
tion est  dite  analytique  [J.  Hadamard,  La  série  de  Taylor 
(coll.  ScientiaY[- 

f{z)  est  développable  en  série  de  Taylor  si  elle  est  holo- 
morphe dans  une  aire  finie 

f{z)  =  ^{z  —  Zq)  =  ao-h  ai(z  —  Zo)  +.  . .      (Gauchy). 

Le  développement  converge  dans  tout  ce/'c/e  de  centre  ^o 
où /reste  holomorphe. 

Si  la  fonction  cesse  d'être  holomorphe  en  un  point  isolé  2, , 
on  a  le  développement  suivant,  convergent  dans  un  anneau 
de  centre  2,,  isolant  2,, 

f(z)  =  ^{z  —  ^i)  +  ^J?i  (_[  ^  )  (Laurent). 

D'où  la  définition  du  pôle  et  du  point  singulier  essentiel. 
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Tout  ceci  se  déduit  de  la  formule 


X  est  intérieur  au  doinaine  (G)  dans  lequel /(^)  est  holo- 
morphe. 

On  peut  dériver 

'       ^    '  -Jç.  (-5— a7)«^-i 

Si  le  domaine  est  un  cercle  de  rayon  R,  de  centre  O, 
M  étant  le  module  maximum  de  f  sur  la  circonférence, 
on  a 

l/""(o)|<-^.M, 

d'où  la  majorante^  pour/, 


z 


Cela  s'étend  au  cas  de/?  variables. 

Si/(^)  est  holomorphe  dans  tout  le  plan  : 
i"  Et  de  module  borné,  c'est  une  constante; 

2"  Et  telle  que   =^^^    soit  borné,  c'est  un  polynôme  de 

degré  m. 

Siy(-3)  est  analytique  dans  tout  le  plan  : 

1°  Et  n'ayant  comme  sinj^ularité  que  le  point  infini,  pôle 
d'ordre  m^  c'est  un  polynôme  de  degré  m; 

2"  Et  n'ayant  comme  singularités  que  des  pôles,  même 
au  point  infini,  c'est  \xne  fonction  rationnelle. 

Une  fonction  analytique  qui  n'a,  à  distance  finie,  que  des 
pôles,  est  dite  méroniorphe.  Elle  est  le  quotient  de  deux 
fonctions  entières,  c'est-à-dire  holomorphes  dans  tout  le 
plan. 

Soit  une  fonction  F,  holomorphe  dans  un  domaine  (G) 
sauf  en   des   points    isolés.   Eu   un   tel   point  z^^   on   a   un 
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terme  —-^ — ;  A._  ,  s'appelle  résidu 


j  ¥{z)dz  =  2ru\X-i 


Soit  F  une  fonction   analytique  n'ayant  que  des  pôles, 
o  une  fonction  synectique. 

Soit  u  un  pôle  de  F  et  p  une  racine,  on  a 


r?(- 

^c 


F'(z) 


'    c  ' 

^  est  la  sommation  étendue  au  domaine  (G).  Le  pôle  (ou 
c 
racine)  multiple  d'ordre  k  sera  compté  k  fois. 

Tout  ceci  est  dû  à  Caucliy.  On  en  déduit  le  théorème  de 
d'Alembert. 

Fonctions  élémentaires. 
Logarithme.  —  Soit^  =  pe'?, 

^z  =  j      -^  =  ^p  +  icp. 

Ce  sera  déterminé  si  cp  est  fixé,  c'est-à-dire  si  l'on  trace 
une  coupure  artificielle  de  o  à  l'infini,  qu'on  ne  traversera 
pas. 

Ayant  bien  défini  l'argument  o,  on  a 

}izz'=X^z-\-Slz\ 

Exponentielle.  —  Soit  e^  la  fonction  inverse  de  J^^,  on 
trouve  e^  =^  e^ {cos y -{- i ?>\u y) ,  donc  nous  retombons  sur 
les  définitions  élémentaires. 

Puissance  de  5, 


rin  —  f>ni. 


i   P  ^  o,  R  a  une  infinité  de  valeurs, 

{  a  non  rationnel,  *  a  une  infinité  de  valeurs. 
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Ayant  bien  fixé  J^z^  c'est-à-dire  R  et  <I>,  on  a  encore 

Les  propriétés  élémentaires  prennent  une  forme  un  peu 
plus  compliquée  que  dans  le  réel. 
Soit 

z  ne  change  pas  par  k  circulations  autour  de  o.  Mais  ce  mou- 
vement fera  s'échanger  entre  elles  des  puissances  ration- 
nelles de  z.  ' 

Ceci  a  donné  naissance  aux  feuillets  de  Riemann. 

i 
Par  exemple,  z'^  n'est  holomorplie  que  si  l'on  trace  une 

coupure  artificielle  o  —  oo. 

De  même,  4;^^^^ et  ys^ —  i    sont  holomorphes,  si  l'on 

trace  une  coupure  entourant  complètement  +  i  et  —  i . 

Arc  tangente  et  arc  sinus.  —  Intégrons 

dz      __    \    /    dz  dz 

z"^-^  \  ~  ii\z  —  i       z  -^ 

nous  obtenons 

arc  tang5=  — :[4^(2  —  i)  —  ^{z  -\-  i')  -\-  ikizi\. 

On  obtient  des  branches  s}'nectiques  si  l'on  trace,  à  par- 
tir de  -h  «  et  —  i,  des  coupures  qu'on  ne  traverse  pas, 

r      dz 
arc  sin^  =  /  » 

J     s/i  —  z'i- 

On  obtient  des  branches  sjnectiques  si  l'on  trace,  à  par- 
tir de  -h  i  et  —  I,  des  coupures  qu'on  ne  traverse  pas. 
On  a  encore 

arc  sin^  =  -r  KS.^^  —  V»~~~^)' 
Or  _'  _ 

{iz-\-yJ     ){iz  —  s/     )=  — I. 
D'A.  a 
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On  a  donc,  comme  pour  le  j^éel, 

arc  tang^  =       a  -f-  A:it, 

ia  -h  2^71, 
{ik  -{-  i)Tr  —  a. 

Intégrale  complexe  généralisée.  —  Dans  le  domaine  (G), 
si  autour  d'un  point  è  on  a 

Soil 

cp  =  arg.(5  — ^>). 

Si  l'on  arrive  en  b  par  un  chemin  L  tel  que 

l'intégrale  est  déterminée  et  indépendanle  du  chemin  L. 

Même  théorème  pour  un  chemin  A  s'étendant  à  l'infini, 
si  cp  finit  par  rester  entre  cp„  et  cp,  et  si 

i/(-)i<^     (P>.)- 

Dans  les  cas  les  plus  ordinaires,  la  condition  relative  à  cp 
n'interviendra  pas  (C.  Jordan,  Cours,  t.  II). 


Remarque. 

Si  l'on  veut  pouvoir  parler  de  fonctions  analytiques, 
autres  que  les  combinaisons  des  transcendantes  élémen- 
taires, il  faut  : 

i"  Ou  bien,  avec  Weierstrass,  prendre  pour  départ  la 

série  ^a„^'^  (prolongement  analytique,  etc.); 

'1°  Ou  bien,  avec  Riemann,  prendre  pour  départ  le  pro- 
blème de  Dirichlet  (sohilion  de  8  w  :=  o,  déterminée  par  les 
valeurs  de  u  sur  un  contour  fermé  du  plan  xy). 
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IV.    —  Equations  difféhentielles. 
Théorèmes  d'existence. 

Soit  une  fonction  holomorphe,  développée  en  série, 
M  le  module  maximum,  r^^r^y^  ...  des  nombres  moindres 
que  les  rayons  de  convergence  associés;  Gi,  G2  et  leurs 
combinaisons  sont  des  majorantes 

G.  " 


G,= 


(-a('-|)"(-S) 


Voici,    alors,    le   principe   du   Calcul  des   Limites  de 
Cauchj. 

Soit  ^  =if{x,y)  analytique. 

Ecrivons 

dz  _  m 

dx 


s'il  y  a  une  solution  ^,  holomorphe,  il  existe  une  solution  y, 
holomorphe,  a  fortiori,  autour  de  l'origine. 

Dans  le  plan  de  x^  on  aura  à  prendre  le  plus  petit  des 
deux  cercles 

a,  p  =  aVi  — e~2M^/, 

pour  un  système  de  n  équations  du  premier  ordre, 


La  méthode  des  approximations  successives  de  M.  Pi- 
card donne,  au  lieu  de  p, 

(E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II  et  III). 
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Le  calcul  des  limites  et  les  approximations  successives 
s'appliquent  aussi  aux  fonctions  implicites  (E.  Fouet, 
Leçons,  et  M.  Goursat,  Bull.  Soc.  math.,  1903). 

Rappelons  la  méthode  fondamentale  de  Cauchy-Lip- 
schitz,  où  l'on  regarde  la  (lifférentielle  comme  une  diffé- 
rence ;  la  méthode  d'approximations  de  M.  de  la  Vallée- 
Poussin  (Cours  d'Analyse)  ;  la  démonstration  de  M.  Féjer, 
qui  ramène  immédiatement  aux  quadratures  (Comptes 
rendus,  10  décembre  1906). 

Lorsque /(^,  y)  satisfait  à  la  condition  de  Lipscliitz, 
bien  plus  large  que  la  condition  d'analjcité 

on  peut  affirmer  V unicité  de  la  solution. 


V.  —   Équations   aux  dérivées  partielles. 

Après  les  travaux  classiques,  sur  ce  sujet,  M.  Goursat  a 
fait  l'extension  directe  du  calcul  des  limites. 
Soit /?  =/(.r,  JK,  5,  q)  anal^'tique. 
M.  Goursat  remplace  x  par  -  dans  la  majorante 


o<a  <i. 

Remplaçant  z  par  z  -\-  ax^  j  n^'  contient   pas   de  con- 
stante, d'où 

-- ^    .     \ -' 

posant 

X  -^  oLy  =  u, 

on  a  l'équation  majorante 

dz  M 


du        /  u 


a  I  /  oc  dz 

p  du 


INTRODUCTION.  Il 

On  a  donc  une  surface  solution  passant  par  une  courbe 
donnée.  A  moins  que  la  courbe  ne  soit  caractéristique 
(c'est  la  délinition). 

1 .  Equation  linéaire  :  P(^,  y,  z) p  -j-  Q^  =:  R.  —  Ca- 
ractéristiques : 

dx  dy        dz 


Y>{x,y,z)         Q  R' 

une  caractéristique  en  un  point  (^o,  y»,  z^). 

La  solution  passant  par  une  courbe  G  est  formée  par 
l'ensemble  des  caractéristiques  des  points  de  la  courbe  G. 

2.  Equation  quelconque  :  F(^,  jk,  ^,  /?,  q)  =  o, 

dx  *  "  '         dp 

Garactérisliques  : 

p  Q  P/?H-Q^  ~  X-4-/>Z  ~  Y-h^Z^~     ^* 

i^'   Un  conolde  de  ces  courbes  en  un  point  (^<*,  ^<^,  z»). 

La  solution  passant  par  une  courbe  G  s'obtient  en  me- 
nant par  la  tangente  à  G  un  plan  tangent  au  conoïde  et  en 
prenant  la  caractéristique  définie  par  le  contact  sur  le 
conoïde. 


G  étant 


a70(a),    .ro(w),     z^{u), 


F[^o 

(u) 

^0, 

-,  r]  = 

0 

dz^ 
du 

-pO 

dx^ 
du 

-r 

dy^ 

Le  conoïde  des  caractéristiques  est  une  solution. 

2°  Soit  une  intégrale  première  du  système  des  caracté- 
ristiques <ï>(:ï?,  jr,  ^,/?,  ^)  =  o;  F  et  ^  permettent  d'ex- 
primer/? et  q  en  x^y,  z\  alors 

dz  —  p  dx  —  q  dy  =  o 
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donne  une  intégrale  complète  de  F, 

V(.a7,  jK,  z,  a,  b)  =  o. 
El  l'on  obtient  une  intégrale  générale  en  posant 

b  =  cp(a)         (o  arbitraire), 

et  en  prenant  l'enveloppe  des  surfaces  V. 

Même  théorie  si  l'on  a  n  variables  indépendantes  (' ). 


(*)  Ceci  présente  des  difficultés.  Il  faut  se  reporter  au  beau  Mémoire 
de  M.  Darboux,  Mémoires  des  savants  étrangers,  Institut  de  France, 
i883,  et  aux  Ouvrages  de  Sophus  Lie,  Differential-Gleichungen,  1891; 
Berûhrungs-Transformationen,  1896,  Teubner,  Leipzig.  —  Voir  aussi 
les  Leçons  de  M.  Goursat,  3  vol.,  Hermann. 


CHAPITRE  I. 

QUADRATURES 


FORMULES    DE    WALLIS    ET    DE    8TIRLIING. 

1.  Soit 

^    x"-  dx 


JÇ      x'^  dx 
0  Â^^ 


démontrer  la  relation  suivante  : 

n=  00  2 

en   déduire  la  valeur  de    1     e      dx,  et  de   n!  pour  n 
très  grand. 

En  intégrant  par  parties,  on  trouve  de  suite 
d'où  : 

„               I  .  3  .  5  .  .  .  (  2  Al  -H  I  )  u 
H?,,  =  — — : ^ > 


H, 


2 .  4  .  6  .  .  .  (  2  /l  ) 


3 . 5 . 7 . .  .  (  2  /i  H-  I  ) 
Faisons  le  produit 

(2)  (2/n-i)H2«H2«4-i  =  -• 

Il    faut   prouver  que    Yl^n    ^t   ^■iii^\    ont    même  limite, 
pour  n^=oo.  Gela  résulte  de  l'inégalité 

"2/i>  H2/i-M  >  H2rt-f-2, 
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d'où 

H2w>   H2«-i-i>   11-2/1 


Nous  avons  donc 

liin  [(o.n-hi)  H|„+,]  =  --, 
ou  encore 

Dans  Ha/z+i,  faisons  x^=i  i  — z-,  puis 

d'où 

(3)  \/nU2n+i=    1       (i \    du. 

Cherchons  la  limite  de  l'inl<'grale.  D'abord 
e-"'  du=   /      H-    /      . 

La  deuxième  iiilégrale  tenrl  vers  zéro  avec  |-« 
Menons  «assez  grand  pour  que  l'on  ail 


(-?)■- 


<£, 


e  étant  tel  que  Le  tende  vers  zéro  quand  L  croît  indéfi- 
niment. 

Le  deuxième  membre  de  Tégalilé  (3)  a  donc  même  limite 


que  f 
D'où 


(4)  /      e-"^du=^ 


n  00 


(Connaissant  cette  valeur  et  intégrant  la  même  fonction 
sur  un  triangle  formé  par  Taxe  Ox^  la  première  bissectrice, 
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et  un  cercle  de  rayon  très  grand,  dans  le  plan  de  la  variable 
complexe,  on  obtient  les  intégrales  de  Fresnel 

J     sin  (x'^)  dx  =  J      cos  (x')  dx  =  ^i/^' 
La  formule  de  Wallis  a  été  obtenue 


(5) 


^^(2/14-1)  H|„+i 


^&     ce* 

L 


ceci  s'écrit  aussi  bien,  en  posant  : 

(f(x)  = 


Y27:x      2 


(5') 


<^(x) 


•f{-iX) 

On  peut  encore  remplacer  cp  par  à  =  Z).e^ 

«L  (ip-+- 1) 

|0|<.. 

Faisons  le  produit 

^  (x)        ^  (x  -i-  i)  ^  (-ix—  l) 

'i^ix^l)     '\>{X-h-l)  '  ^{'2X) 


d'où 

d'où 

(5") 

d'où 

d'après  (5')  et  (5'^), 


-r- =  e'     r=  e»' 

^{2X) 

'\)(X) 


^('2X)  ' 

^{x)  '^^  1, 


1^=37!  =  ^■AT.e-^x'''^^-  (i-H£.r)         (Stirling), 


£a;  tend  vers  zéro  avec  -  • 

X 
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Par  la  théorie  de  la  fonction  gamma,  on  a  une  meilleure 
approximation. 

2.   Calculer  V intégrale  double 

I  I  ^^ y^ (i  —  cp—y)^dcpcly^ 

étendue  à  V aire  du  triangle  formé  par  les  droites 

37  =  0,         y  ^=  o^         X  ^ y  —  1  =  0. 

1  i  2 

yi  {y  ^  X  —  yY  dy  =  y{{\  -  x)  y-'^  ~\Y  dy 
est  une  différentielle  binôme  intégrable.  On  pose 

I  —  X 

1  =  ^ 


y 

d'où 


J 

Or 


y\i,y-x)y-^-4dy^-^-^j^èdt, 

/  i  2.  1  t^  dt 


jÇ_}_  I_  l  f 


(^+1)3  {t-ï-i)'^  {t^\)'^  {t^\)^' 

d'où 


1 

dt 


I         _    /       t    ^  dt  _    I       t    ^  d 
On  a  d'ailleurs 


l^  df  71  l  "K 


0 

t 

V  — 
a 


t  -^  \  .      9.  71  J-i 


Remplaçons  t  pai 

/*  «  ' 
t    '  dt       .,  - 
.  =  ]\a 
t-^a 
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Dérivons  deux  fois  par  rapport  à  a 

.00  1 
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t     '^  dt      _    I  -I  /  t     ^^  dt     _    2   ^^-1 


faisant  <2  ==  i ,  il  vient 


(1-^)2 


=  Kfl 


2\  K  2Tt 


9/        9        9/3 


D'où  la  valeur  cherchée 


3  '1  v/3  71 
2835 


3.  Démontre?'  que  les  deux  intégrales 

*  e-2  co%zx 


/^ 


^i; 


satisfont  à   un  système  cV équations  différentielles  du 
premier  ordre.  Intégrer. 


Intégrons  par  parties  : 
(i)  u=^  —  2   /     \/z  d{e-^%\Vi.zx)  — 


dv  du 

dx       ^     dx^ 


(2) 


da  dv 

Ç  =  '2— 2.x  -7- 

dx  dx 


Tel  est  le  système  (i),  (2). 
Posons 

d'où 

2W'  T 


I  +  W2  1-^X^ 

Posons 


2  arc  tang  W  =  arc  tang  x. 


Soit  donc 


57  =  tango,  W  =  tang  -  =- 


,    .    e  ,6 

u  =  A  sin  -  >  V  =  A  cos  -  > 

1  2 
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on  aura 


X  =  G  y/cos  6, 

ce  qui  donne  u  et  v.  Il  suffit  d'obtenir  G. 

D'ailleurs  : 

G 


M2-h  p2_: 


U  (o)     -t-  V  (o) 


'-HI 


/l  -4-  x2 


v/^  ;     4 


4.    Trouver  les  intégrales  de  l'équation  différentielle 
du  second  ordre 

qui  sont  des  fonctions  rationnelles  ou  simplement  pé- 
riodiques de  x.  (Sorbonne.) 


On  a 


el,  en  intégrant, 


dx  dx^-   ~^^^        -^  ^  dx 


dyV      .     4   ,  r         dy 


^,  ^r--^r^c,      .^._  _^ 


37  H-  a  =       /    


r*~  3^'  +  ^ 


y  est,  en  général,  une  fonction  de  x  admettant  deux  pé- 
riodes. 

i"  Si  c  =  o,  on  a 


X-\-CL—        I       =   -  i  /  ' 

4   I       -^V 


vM 


r-  3^  /.     4  I 


/2\2  _    4    _|_  * I^ 

\V   ^^-^*)   -^       3  ^'  '    *^~  [3--2(arH-a)][3-h2(a:-+-a)] 
a*'  Il  y  a  encore  une  valeur  de  c  pour  laquelle  le  polj 
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nome  sous  le  radical  n'est  plus  de  degré  4-  Posons 


/^ 


dy 


/    (7-Oi/r^,     ''       ' 


/  y 


3        3 


y  =.  \-\-  z  et  z  = 

dz  r*  du 


V  n'a  plus  qu'w/îe  période 

r  Posons 


i/"' 


8 
-\-  -z  -^  1  1      \,  /  lu'' -^  -  u -\- \ 


X -^ 'x)  s/~i  =  —  il\u  ^  f"^!/"*"  3""^^ 


la:-4-a)v/2  -         .     /      .         ^  I 


OU,  en  modifiant  la  constante, 


Prenons  X  =  3  y/a,  écrivons  l'équation  aux  inverses  des 
deux  membres,  le  radical  s'élimine, 

—  6v/^ 


o.   Calculer 

L'intégrale  est  bien  définie  et  se  peut  calculer,  dans  le 
domaine  réel,  en  remarquant  que  (4^^)'=—. 


3o 
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Première   intégrale.   —  Dans  le   domaine   complexe, 
prenons  le  contour  ci-dessus  :  lacet  autour  de  o,  de  — i, 


Fig.  I 


Cl 


j — w 

il 


cercle  Y  de  rayon  1res  grand  et  introduisons  la  fonction 


F  = 


{^^y 


(i-+-^)3 

En  un  point  i,  prenons 


en  2,  on  aura 


d'où 

JC^'    xfx  /**'     X  dx  C 

Pour  le  grand  cercle,  on  a  zéro  quand  ■—  tend  vers  zéro. 
Calculons  le  résidu  p,  au  point  —  i, 

2=(-l)(l-0,  <^:=.-7r-C-^     -..., 

(4^2  )2=   t7c2—  2J<  +  (l  —  t7r)^2__.^ 
^2  . 

p  =  coeff.  de  —  =^  i-v:  —  i  —  2i7r  = —  i~  —  i. 

Soit  J  l'intégrale  cherchée,  à  la  seconde  intégrale, 
dans  (i),  lorsque  A'  tend  vers  zéro  et  M'  vers  oo;  l'équa- 
tion (i)  devient 


(a) 
d'où 


4  71 1 J  —  4  1^^  «  —  2  TT  t  (  71  ï  -1-  I  )  =  O, 


a  =  - 

2 
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Deuxième  intégrale.  —  Même  contour. 
Prenons 


(1-4-5)2 

En  un  point  i 

*          (H-:r)2 

en  un  point  i 

d'où 

r     sfxK.^  dx           .      C       six  dx 

Pour  le  grand 

cercle  T,  on  a  zéro. 

Calculons  p 

fi-'(-\-V- 

p  =  coetï.  de  —  = i. 


Faisons  tendre  A'  vers  o,  M'  vers  go,  soit  J'  l'intégrale 
cherchée,  à  l'autre;  nous  avons 

't. 


(2)  — iV — iTz  i  a' -ir  Q.TZ  ii-  — i\  =  o 


J   =  71,  a  =  -' 

1 


6.   Calculer 


3=1     xJ  \  —  x^  dx. 


Soient  a,  ji,  y  les  points  représentant  les  racines  cubi- 
ques de  I 


e  =  e  3  £2  =  e 


Le  système  des  lacets  entourant  a,  ^,  y  rend  uniforme 
la  fonction  y/i  —  z"^ . 
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Soit  r  lin  cercle  de  rayon  R  très  grand,  décrivons  le  con- 
tour total  fermé  en    partant  de  A  avec   la  détermination 

Fig.  2. 


réelle    ou    de     moindre    argument    que     nous     écrivons 

(v  I  —  2^)i  •  Quand  A  tend  vers  o  et  M  vers  a,  les  intégrales 
sur  AM  et  M'A^  donnent 


J  —  £j. 

Sur  A'Q',  on  a 

^=r£,         r=\zl 

et  notre  fonction  est  devenue,  à  cause  du  lacet  a, 

e(  V^i  —  2'^)\  =  £  v^  I  —  r^ , 


v. 


ou 


0 


B  dr  =  J. 


Chaque  lacet  donne  donc 

J  — £j. 

Il  faut  calculer  l'intégrale  suivant  F. 
Imaginons  la  coupure  AL  tracée  le  long  de  Ox,  avec  un 
demi-cercle  aulour  de  a.  Enlre  a  et  -h  oo,  on  a 


('v/T^:i5),  =  e^-(î/iîTr7),. 
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Posons 

I  ,         —  du 

z  =  —7  dz  =  ; —  , 

u  u- 

et  u  parcourt,  en  sens  inverse,  un  cercle  très  petit  c  quand 
z  parcourt  un  cercle  très  grand  G 

//      £2  /         u^  \  du        mi  - 


d'où 


d'où 


7.   Calculer 


3J(i-£)+^eLo; 


J  =  -i^. 
9v/3* 


Dans  le  domaine  réel,  faire  x  =^  - - 

y 

Dans  le  complexe,  on  rend  uniforme  la  fonction  par  le 
lacet  entourant  o  et  +  i . 

JNous  avons,  au  point  —  i,  un  résidu  à  prendre,  puis  une 

Fig.  3. 


intégrale  suivant  —  F,  comme  précédemment,  ou  résidu  à 
l'infini. 

On  part,  en  A,  avec  la  détermination  réelle,  que  nous 
écrivons  [y/^^^,  —  z)]^. 

D'A.  3 
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An  point  A"^,  posons 

^  +  1  =  2:,        1^1=1-^, 

et  y  argument  de  z  est  -. 
D'où 

/    2\  'iATZ  2 

De  même 

et  Vcu'gument  est  271,  à  cause  du  lacet  MPM'. 

D'où 

ti"i         2^  .  1 

Pour  avoir  le  résidu  au  point  —  i,  nous  avons  donc  à 
former  Je  produit 


Le  coefficient  de  Ç^  est  ^^^j 

C  est  le  résidu  cherché. 

Les  intégrales  sur  AM  et  M'A'  donneront  K(i  —  e)  et 

l'intégrale  sur  F  tend  vers  zé/'o  avec  — ?  d'où 

K(l  —  s)  H-'lTt—   =0, 

K(£— £2)=—  271*  A, 
1 

•  A= ,  B  =  2sin-— ,  £  —  £2=fB, 

9  ^ 


d'où  la  valeur  cherchée  de  K. 
8.   Démontrer  la  relation 

fJ 


'\]{x,y)  d.'T  dy  _  ^  _  . 
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P   est    un    polynôme    de    degré   n^    U    est  \défini  par 
V  identité 


dxy 


sJV{x) 


(y-'X)s/Wy) 


1    ^r    v/p(r)    1^    u(^, 


r) 


/P(r) 


C  et  01  sont  deux  contours,  dans  les  plans  des  variables 
complexes  x^  y^  entourant,  le  premier  les  racines  a^ 
et  a-i  deV  =:  o^  le  second  les  racines  a^  et  a^. 

Fig.  4. 


Posons  z  =  \/P{x)  \/P(jk)  ;  nous  avons  à  considérer 

r  r\  à  [    P(x)    1      d  [   P(jK)   -j;^    , 

Nous  avons  deux  intégrales  J,  et  Jo.  Calculons  J< . 

Soient  p  Gl  g  les  points  où  les  contours  se  couperaient 
si  les  plans  x,  y  étaient  superposés,  y  suivra  le  contour  C 
et  ^  le  contour  XtX^-j-  Xf,Xs,  laissant  de  côté  deux  petits 
éléments  autour  de  p  et  q.  Laissons  d'abord  y  fixe  en  un 
point  quelconque  de  C. 

Quand  :r  effectue  le  tour  de  C,  la  détermination  de  sJV{^x) 
n'est  pas  changée. 

Intégrons  donc  en  ^ ;  il  vient 


/(^,)-/(.rO 


f^^p) 


/P(^/.) 


{y-xp)\/^^y) 


11  reste  à  effectuer 
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C  sera  décomposé  en  mqnrm  et  mfmpm  par  un  petit  con- 
tour auxiliaire.  Puis  la  première  partie  sera  décomposée 
elle-même  autour  de  g. 

Ecrivons  o  sous  la  forme  Oj  -f-  Oo  • 


On 


?l=/(*-2)— /(^l),  ?2=/(^3;— /(^4). 


?l|<£,  |cp2|<£. 


£  tendra  vers  zéro  en  même  temps  que  les  arcs  ^,^2 
et  a^sXji. 

INous  appelons  F  le  grand  contour,  y,  et  ya  les  petits 
contours  dessinés  en  pointillé. 

Pour  le  contour  F,   les  intégrales  de  es,  et  (D2  sont,  en 


module,  moindres  que  y^,  qui  s'évanouit  avec  e. 
Pour  yi  et  y2,  un  seul  tej^me  donne  un  résultat. 
Le  contour  ^^  donnera 


/ 


s/FTxT)       dy 


v/P(j)  r-^2 


(puisqu'on  peut  faire  évanouir  le  contour  y,  ). 

Le  contour  yg  donnera,  P(jk)  ayant  changé  de  détermi- 
nation après  le  contour  du  point  «2? 


L 


y/Pl-^i)      cJv 


^^-v/P(^}7-^4 
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Donc 

Avec  ce  contour, 

J2=  o. 

C'est  la  démonstration  simple,  donnée  par  M.  E.  Picard, 
d'un  théorème  de  Weierstrass,  relatif  aux  systèmes  de 
périodes  des  transcendantes  hjperelliptiques. 

Pour  le  cas  elliptique,  le  théorème  est  le  suivant  : 

i 
K=  f  '        ==,         K,=  f'id, 


-f. 


A'2  .<?2  r/s 


s/{l  —  S^-){l-^-t^S^')' 


1  =  j     id. 


On  a 


KJ,-JKi=:-    - 


(Weierstrass,    Werke,    t.    1;    Picard,    Fonctions  algé- 
briques de  deux  variables,  t.  II). 


9.   Soit 


SOMMES    DE    GAUSS. 


Déduire  ces  sommes  de  l^ intégration,  suivant  un  con- 
tour fermé,  de  la  fonction 


Supposons  n^=.in!  et  prenons   pour   contour   un  rec- 
tangle de  côtés  n'  et  ip^  p  étant  un  entier  ; 

OA  =  OA'  =  /?,         AB  =  A'B'  =  n' . 
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Les  pôles  sont  o,    i,  2,  ...,  n' .  Nous  les  isolons  par  de 
petits  cercles  ou  demi-cercles. 


Fie.  6. 


Étudions  l'intégrale  de  contour. 


T.  Sur  AB. 

Soit  N  le  numérateur  z  =z  t  =:^  pi, 


N\  =  e  "      . 


Le  dénominateur 

D  =  e^-T^P  (  I  — 
Donc 


Q-l'KPe'LTUt 


Ql-Kit_ 


1}  \  r^  e'^'^i'         (pour/>  =  oc), 
/        < /      e  "       dt 


Ceci  tend  vers  zéro  avec  - 


IJ.   SurA'B'. 

On  voit  de  suite  que  l'intégrale  tend  vers  zéro  avec  - 

1  o  p 


m.  Sur  A' A''  et  B'^A. 
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Nous  obleiions  de  suite 
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\L    '     "       [ 


e-^T^t  _  I        e-î%t 


-]m. 


Le  crochet  se  réduit  à  —  i.  D'où 


il        e      «       dt. 


Ceci    est    uue    expressioa    conaue,    a,    lorsque    s  =  o, 

yO  =  00. 

IV.  SurBB^  et  B,  B'. 

i  /        e^'«'e     «         — — 1-  -^^r; \dt. 

Le  crochet  se  réduit  à  i.  D'où,  pour  z  z=  o,  p  =  co,  le 
terme 

V.  Les  résidus  sont  (racines  simples  du  dénominateur)  : 

I        l^A-^ 

6a;=  :e«       . 

On  n'a  qu'à  exprimer  a  par  les  intégrales    de    Fresnel, 

pour  avoir  7  6^. 

(Même  méthode  pour  n  =  2n' ■+■  i .) 

Remarquons    que    8yt=9/;_yt^     puisque    e^uM ._  ^  •    nous 
avons  alors  la  somme  de  Gauss. 

10.   Calculer 

J^         372-+- 6-î      X 
Prendre  pour  contour  l'axe  des  x  avec  un  demi-cercle  de 
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rajon  très  grand,  ou  un  rectangle,  et  intégrer  la  fonction 
Calculer 


s. 


a7«-'  dx 

■>  o<a<i. 


Prendre  l'axe  des  x  et  un  demi-cercle  de  rayon  très  grand, 
d'où 

r'^x^-^dx  Tz  (    r""  x^-'^  dx\ 

I      =  -. >  / =71  cotai:. 

J^        i-hx  sinaTT  \^^^^         i—crj 

Ln  parenthèse  indique  qu'on  prend  la  valeur  principale 
de  Canchy. 
Calculer 

/       — -. rr — e-^  ^\nx  dr. 

Soit 

,    _    r'^e~^s\nxdx 

'""J,      (^  +  1)"  '■ 

on  a  à  calculer  J<  +  J2  +  J3  (par parties). 
Calculer 

/'^'^             X                             \                                                  X 
__  parctang '■ ^ 
_^^        (l  —  a:2)2     (^2_^2)2                           (,_^2y2 


dx. 


a-  —  f 


Faire  x  =  sin^,  puis  coscp  =  w,  Z'=  i  -\ ^—,  et  l'on  est 

ramené  à 


/(a2_^2)  dx 


H  =  .'         • 


/i-ha2       «'^- 
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PROBLÈMES  DIVERS. 


APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES   HÉSIDL'S. 
NOMBRES  DE  BEIVJVOULLI.   DÉVELOPPEMENT  DE  COt^.  PROBLEMES. 

1.   Rappelons  quelques  résultats  (^)  : 
Soit  une  fonction /"(z)  méromophe. 

Représentons  par  ^  /(^)  la  somme  des  résidus  dans 
l'aire  C. 

Prenons  pour  le  contour  de  C  successivement  des  circon- 
férences C/ij  de  rayon  R,,,  évitant  les  pôles,  R,^  croissant 
indéfiniment  avec  n,  on  a 


Crt  2  7:  ^Q 


Zn=  R«e'?. 


D'où  ces  théorèmes  : 
Si  l'on  a 

(i)  lim  Zn/iZn)  =  A 

uniformément  pour  olcs^aTz,  il  en  résulte 

(2)  lim   /    f{z)  =  A. 


(•)   Voir  le  Volume,  si  précis  et  élégant,  de  M.  E.  Lindelof  (collection 
E.  Borel). 
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Cette  limite  est  le  résidu  intégral  de  Caiichy 

Le  théorème  subsiste  si  la  condition  (i)  est  vérifiée  sauf 
seulement  pour/?  valeurs  de  cp  et  si,  en  ces  points,  Znf{zn) 
conserve  un  module  fini. 

De  même,  si  l'on  a 

(i')  lim/(^„)=4, 

la  condition  étant  réalisée  uniformément,  sauf  en/?  points 
oiifizii)  conserve  un  module  fini,  il  en  résulte 

Os  —  X 


Si  l'on  a 


A^n) 


et  si  la  fonction  y  est  impaire,  on  aura 

(■/)  l^  =  o- 

i^  Z  X 

Il  suffît  d'écrire 


r''^znf(zn)d^  ^  r 

Jo  ^n—OC  ,1 


;nf(Zn)dQ   _     r^^  Zn(z„  ^x)/(Zn)d^ 

'0  -"-^        ~Jo 


Appliquons  ceci. 

2.    Calcul  des  nombres  de  Bernoulli.   —   Ce  sont  les 
coefficients  du  développement  de  —^-—-, 


e^  —  I 


I  I 


e-—  I  -5 

Formons 


r>i(->-(w 


/(^)  =  4a.  ;in 
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Les  pôles  sonl  ii=  iiiTÙ^n  entier)  et  zéro.  Nous  pren- 
drons 

R„  =  (  2  71  —  I  )  TT. 

Ainsi  C„  étant  toujours  à  une  distance  finie  d'un  pôle 
quelconque,  Znf{Zn)  tend  uniformément  vers  zéro  sur  tout 
le  cercle  Ca-  D'où  A  =  o, 

,    ,     B/,         V' ,       , ,        I  I 


3.  Développement  de  t^coVt.z,  —  Simii;  a  les  racines 
simples  zb  n  qui  seront  pôles  simples  de  cotres. 

D'après  les  développements  tajloriens,  chaque  résidu 
est  -h  I. 

Prenons  R„=  Ai ?  alors  la  circonférence  C,^  passe  à 

distance  finie  de  tout  pôle,  d'où,  M  étant  un  nombre  fixe, 

l/(^«)l<M, 
d'où 

lim =  o, 

uniformément. 

D^ailleurs,  la  fonction  est  impaire,  d'où 

1 

as 

ircotT:^= h  >    ( 1 )• 

cr      ^  \  cr  -^  n        x  —  nj 

Ceci  peut  s'écrire,    7     signifiant  qu'on  associe  constam- 
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ment  +  A"  el  —  k  (pour  la  convergence), 


cot^ 


.X  =^ 

—   00 

tangiP  — — cot  (  a^ ^j= — \    - 


X  —  {  k  -^  - 


f            I  /        X                 x\       v^'    (—  i)^' 
-: 1=  -    cot h  tang  -  )  =  >    — -. 

D'une  façon  plus  précise,  et  conformément  aux  idées 
d'où  proviennent  les  théorèmes  généraux  de  Weierstrass 
et  M.  Mittag-Leffler,  écrivons 


cot 


X  =  — h  >    ( -, h  -j 1 -, -7— 

X         ÂiÊà   \X  —  KTZ  KT.  X  -^  KTZ  A TZ 

1 

+  00 

""    X  '^2u   [x  —  k-K  "^  K 


Intégrons 

00 

+  00  ^00 

—  00  1 

4.  Trouver  les  points  singuliers  possibles  des  inté- 
grales des  équations  linéaires  homogènes,  par  le  calcul 
du  Wronskien.  —  Soit,  par  exemple,  pour  simplifier,  une 
équation  d'ordre  3 

et  trois  solutions  w,  t^,  iv\  elles  ne  sont  indépendantes  que 
si  le  wronskien  est  ^  o, 

W  =  1|m     u'     u"\\. 
Groupons  dans  le  terme  p  toutes  les  singularités  de  P, 
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Q,  R,  écrivons  donc 


=  \\u     II'     — p(oiu"-h^u'-\-^u) 

=  ~P0L\\U       U'       U"\\=—PW, 


W(^)  =  W('a7o 


Si  donc  W(^o)  7^  o,  W  ne  peut  s'annuler  que  pour  les 
points  singuliers  de  yo(^). 

L'intégrale  est  donc  régulière  tant  qu'on  n'atteint  pas  un 
point  singulier  des  coefficients. 

o.   Soit 

(')  ^=/(-'-^) 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre;  à  quelle 
condition  doit  satisfaire  la  jonction  f{x^  y)  pour  que 
les  courbes  représentées  par  U  intégrale  générale 

forment  une  famille  de  courbes  parallèles?  (Sorbonne.) 

La  trajectoire  orthogonale  de  la  famille  des  courbes  (i) 
a  pour  équation  différentielle 

/  \  dy 

il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

d'y 


./^^  -^ 


or,  on  a,  en  dérivant  l'équation  (2), 
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d'où  la  condilion 

df        ôf  dy 


dx        dy  dx         ' 


'1-      •  d/y 

et,  en  éliminant  y-, 

Donc  f{x^  y)   satisfera   à  l'équation   aux  dérivées  par- 
tielles (3),  dont  l'intégrale  est 

(4)  ^-^yf=o(n 

Posons 

dy 


on  aura 


-y-  =Ax,y)  =  p, 
-^        p        p 

On  n'a  qu'à  dériver^  en  x^  d'où  x  en  fonction  de  p 
6.  Etudier  V équation  différentielle 

par  le  changement  de  variable 

(2)  ''='>' "^^-^""^^-^ 

[A,  B,  a,  6  sont  des  constantes.    Les  dernières  sont  arbi- 
traires (*).] 

L'équation  (i)  donne 

a  h  — a  —  a- — A,       /B  — 26  — a6        m\ 

<^)  '--.'- — ï^ — y^\ — T^ — ^^)y- 

(1)  Halphen,  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XXVIII. 
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Nous  poserons 

(  6  —  a  — «2^  A, 

(I)  ] 

Dérivons  (3),  deux  fois,  il  vient 
ajanl  posé 


(H) 

'  Bi  =  a(6-h2  — a)  =  B— 2A  — 3^2, 

a  étant  racine  de  l'équation  (5)  provenant  du  système  (1) 
par  élimination  de  b 

(5)  a(cr-i-i)(a-h'2)H-A(a  +  2)  —  B  =  o, 

(4)  et  (i)  sont  identiqnes,  sauf  quant  aux  valeurs  des  coef- 
ficients, d'où  les  remarques  suivantes  : 

i"  A  =  B  =  o.  —  L'équation  (i)  est  à  coefficients  con- 
stants, donc  intégrée. 

Alors  (5)  admet  la  racine  a  =  —  i,  qui  donne 

Ai=:B,=—  3. 

Donc  (i)  est  intégrée  pour 

A  =  B=:—  3. 

2"  A  =  B  =  —  3.  —  Alors  (5)  admet  encore  la  racine 
a= — I,  qui  donne 

Ai=— 6,         Bt  =  o. 

Donc  (i)  est  intégrée  pour 

A  =  —  6,        B  =  o. 

3"  A=:  —  6,  B  =  o.  —  L'équation  (5)  admet  la  racine 
a  =  —  3,  qui  donne 

Ai=:Bi  =  —  i5. 
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Donc  (i)  est  intégrée  pour 

A  =  B  =  — 15. 

Nous  apercevons  une  loi  :  (i)  peut  être  intégrée  ainsi 
pour 

A  =  B  =  r  — /z2, 

n  étant  un  entier,  premier  avec  3. 

Démontrons-le  : 

Soit 

A  =  B  =  i— n2, 

(5)  admet  la  racine  a  =:  —  i ,  qui  donne 

A,  =  —  (/l2_^2),  B,  =  /l2_4. 

Donnons  ces  valeurs   à  A  et   B,    (5)   admet   la  racine 
a  =  —  /i,  qui  donne 

A,  =  — (/i2-h  3n-h2),         Bi  =  o. 
Donnons  ces  valeurs  à  A  et  B,  d'où  la  racine 

a  =  —  (n-h  2), 
qui  donne 

A,=  Bi  =  i  — (/i-4-3)2. 

7.    Trouver  une  intégrale  de  Inéquation 

,.  ffl21=  A 

^^  dx"'         ^x  —  rL)>\x  —  ^Y-^ 

qui  soit  de  la  forme 

{x  —  oi)V-{x—  §)v 

(A  est  une  constante). 

Soit 

z  =  (a?  — a)M-(a7  — ^)v, 

(2)  —   =  P(^) 

Z  {x  —  %)"  {X  —  (3   "* 

P  est  un  polynôme  entier. 
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D'autre  part,  développons  z  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X 

Si  nous  faisons  jji  -|-  v  =  /2  —  i ,  nous  aurons 

^(«)  T 

z  X^"' 

Comparons  (2)  et  (3),  z  est  une  solution  si  l'on  a  pour 
P(^)  une  constante 

(-i)«/i!B„=  A. 

Il  est  inutile  de  calculer  B/^  par  le  développement  précé- 
dent. 

Décomposons  (2)  en  fractions  simples 

3(«'  _  affJL  — [).  ..(fji  — n-h  i) 
A  I 


(a—  P)«  {x  —  cl)"- 
D'où  la  relation 

(5)  ix{^  —  i)...{ix.~n-^i)=  i^y^_^yr 

C'est  une  équation,  en  |jl,  de  degré  n  qui  a  n  racines. 

Nous  avons  donc  n  solutions  et  l'équation  (i)  est  in- 
tégrée. 

D'ailleurs  (i)  se  transforme  en  une  équation  à  coeffi- 
cients constants  si  l'on  prend  pour  fonction  (') 


et  pour  variable  t  =z  i^'- — — v 


(')   Halphen,  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XXVIII. 
D  A  4 
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8.    Une  surface  est  engendrée  par  la  conique 

Peut-on  déterminer  cp  de  telle  sorte  que  la  conique 
soit  ligne  de  courbure? 

Posons 

37  -h  a  =  [Ji,         y  z=  XtjL, 


z  =  v/[Jt2cp(X)  +  ').a\x  —  «2. 
La  normale  à  cette  surface  est 

X  —  x  _  X  —y _  Z 


A                 B       ^ 

G 

> 



Écrivons  cette  normale 

x  =  ^z-^.  +  ., 

^=^-§-- 

^ette  normale  a  une  enveloppe 

si  Ton 

a 

-/A       ^(      B            \       ^B 

d-^d[-^z^y^=d-^ 

x.(- 

A 

■\ 


Ceci  doit  être  vérifié  pour  <:A  =  o,  d'où 

'2[JLcp'(X2-h  r  -i-  cp)  —  2aX2cp'-+-  4aX(cp  4-  i)  =  O. 

Deux  solutions  : 

2°  X2-M  +  cp  =  o. 

9.  Trouver  les  courbes  planes  telles  que,  en  les  trans- 
formant par  inversion,  il  existe  une  relation  donnée 
entre  les  courbures  aux  deux  points  qui  se  correspondent 

ifig-  7) 
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Soit  Y  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  tangente-,  on  a 
de  suite,  dans  un  triangle  infiniment  petit, 


(0 


tanç^V  =  —  : 


Soit  p  la  distance  de  O  à  la  tangente 


p  z=  r  sin  V 


v/^ 


d'où 


dp  ,r'^—rr"^ir"' 

— —  ■=  rr  • 

dr  1     ' 

(/'2-f-r'2)2    . 

Soient  ds  l'arc  de  courbe  et  R  le  rajon  de  courbure, 

ds  =  dQ  //'2-t-  /-'-^ 

_  ds  r  dr 


d^  4-  dV         dp 
Nous  emploierons  celte  formule  (2). 


Soient  r^^  p^,  R^  les  éléments  de  G',  courbe  transfoimée 
de  G,  on  a 

(3)  rri  =  i, 

et  cette  relation  donne 

ri  dî\  —  dr 


(5) 


R,= 


dpx  r  dp  —  ip  dr 
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En  établissant  une  relation  entre  R,  R,,  nous  avons  une 
équation  dififérenlielle. 
Soit,  par  exemple, 

R,=  aR, 
nous  avons 

dp         'ir  dr   _  ,  _   i 

p         r--{-  b  '  a 

C=p{r^-^b). 

Remplaçons  p  par    ,  nous  obtiendrons  9  en  fonc- 

lion  de  R  par  une  quadrature. 

10.  Soit  Q  la  projection  d'unpointM  d'une  surface  S 
sur  un  plan  fixe  P.  Soit  N  le  point  de  rencontre  de  P 
avec  la  normale,  en  M,  à  S. 

Trouver  les  surfaces  S  telles  que  la  longueur  QN 
soit  constante. 

Lignes  de  courbure.  (Sorbonne,  1899.) 

Le  plan  P  sera  le  plan  x(^y.  N  a  pour  coordonnées 
d'où 

On  a  l'intégrale  première 

(2)  p  =  aq. 

d'où  l'intégrale  complète 

(3)  — — •  =  —         '^    -t-  ^  =  .r  nos //  -4-  y  sin  //  -4-  h. 

Nous  posons 

6  =  U(m) 

€l  dérivons  (3),  par  rapport  à  m, 

.    — U'  =  irsina — ^cosa. 
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Exprimons^,  jK et  z  en  fonction  de  deux  paramètres  u  et(^, 

a?  =  (  U  H-  p)  cosM  —  U'  siuM, 
jr  =  (\J  -h  i>)  s'mu  -h  U'  COS M, 
z  =  y/2  K  p  ; 

ce  sont  les  équations  de  surfaces  moulures,  dont  les  lignes 
de  courbure  w:=const.,  p»  =  const.  sont  toutes  deux 
planes. 

On  peut  reconnaître  directement  que  les  deux  familles 
de  lignes  de  courbure  de  la  surface 

,  .  i  — î7  -h  {]  =z  X  COS  U  -h  y  s'm  U, 

(1)  j  2K  ^  ' 

sont  planes.  D'abord,  on  a 

(2)  z  dz  =  K{co?>u  dx -^  sinu  dy)j 
d'où 


K  COS  u 

K  sinw 
^=        z      ' 

P~        z       • 

i-+-/>2_|_  qi—[^ 

K2            ^2_^K2 
^2    -           z^          ' 

d'où 

P                           KCOSM 

a  — — , 

h-                   ^ 

V/H-/?2^-^2           ^/22h_K2 

\/l-h/?2_|_^2 

,                 K  sin  M      , 
da  = du 

V/iî2-4-K2 

KZCOSM        , 

,_dz, 

(Z2-4_K2)2 

j,               Kcosw     , 
db  =       du 

^52-+- K2 

K^sina 

.^dz: 

(^2+K2)2    ■ 

l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure 

dx  db  —  dy 

da  =  0 

devient 

K  sin  M 


dx [(  K2  -f-  ^2 )  COS udu  —  2  sin  M  dz] 
•+•  c?x[(K2-h  z^)  sinu  du  -h  zcosu  dz]  =  o, 
(K^-h  z^) { COS udx -h  sin  udy)du-+- z{cosudy—smu dx) dz  =  o, 
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OU  encore 


z  dudz  -\-  z{V'  -^-  X  co<&u  -h  y  sin  u  )  du  dz  —  o, 


K 

K2-)-^2  _5i    \ 

5!-r H  U  H-  U"+  \)dudz  =  o, 

K  2K/ 

d'où  les  deux  solutions  : 

i^  dz=^o^  z  =  const.,  famille  de  plans  parallèles; 
2"  du=^Oj  w  =  const.,  mais  alors  l'équation 

U'  =  y  cos  U  —  X  sin  u 

donne  une  seconde  famille  de  plans  perpendiculaires  aux 
premiers.  Les  lignes  de  niveau  et  les  lignes  de  plus  grande 
pente  de  la  surface  sont  d(jnc  ses  lignes  de  courbure. 

Remarque.  —  En  remplaçant —jt  par  une  fonction  quel- 
conque de  z^  la  même  méthode  donne  les  lignes  de  cour- 
bure d'une  surface  moulure  quelconque. 

11.   Étudier  V équation  aux  dérivées  partielles 

(l)  po^^qy=l. 

Trouver  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  inté- 
grales. 

Surfaces  telles  que  ces  asymptotiques  soient  données 
par  r intersection  des  paraboloïdes 

xz  =  cy, 
pour  l'un  des  systèmes.  (Sorbonne,  1898.) 

On  obtient,  de  suite,  la  solution  géuérale  de  (i) 
Dans  le  plan  y  =  eux,  on  a  une  parabole. 
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Les  asymptotiques  sont  données  par 


V 


f{u) 


Pour  que  l'équation  précédente  soit  vérifiée  par  la  sur- 
face z  =  Ci/,  il  faut  avoir 

Posant 

u  =  et^        f{u)  =  ert, 

on  a  une  équation  linéaire  homogène  à   coefficients  con- 
stants, d'où 

f{u)=.  Ae'-t-^Be-t=  Au^-h  -, 

d'oiJ  l'équation  générale  des  surfaces  cherchées, 

z^=x(a^-+-B-)  =A^^B  —  . 
\     x^  y/  X  y 

Pour  exprimer  les  coordonnées  de  cette  première  famille 
de  lignes  asymptotiques  en  fonction  du  paramètre  m,  on  a 

A  w^  -+-  B  -^        Au^-\-B 

L'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  est 
dz  _       du 

le  signe  supérieur  donne  la  première  famille  et  5  =  -  la 
seconde;  c'est  encore  une  famille  de  paraboloïdes. 

Cette  seconde   famille  de  lignes   asymptotiques  a   pour 
équations 

G2  G2  G 


u 
Les  deux  familles  sont  uniciirsales. 
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12.   Une  droite  A  est  représentée  par  les  deux  équations 

X  =  A  w  H —  ,  Y  =  Bp 


y/l  —  ^2 — (;2  ^,  —  ^2 — p2 

OM  A  e^  B  50Ai^  c?e5  constantes  données,  u  et  v  des  para- 
mètres variables.  On  demande  : 

1°  De  démontrer  que  cette  droite  A  î^este  normale  à 
une  famille  de  surfaces,  lorsque  u  et  v  varient  de  toutes 
les  manières  possibles; 

2**  De  former  et  d'intégrer  V équation  différentielle 
des  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces, 

(Sorbonne,  1899.) 

i'^  On  a 

a  — b  =  —;=-  >         p  =  Au^         ûT  =  Bp, 

d'où 

«2+^2+1  = 


/a2_|_  b'i-^i  ^a2-Hè2_j_i 

et  l'équation  de  condition 


—  ^1 


est  vérifiée.  D'aiJleurs 


a  dp  -\-  h  dq  .        ,  r»      ,  x 

dl  — =  —  {Audu-^Bi^dv) 


l 
d'où  la  surface 


)/a^-\-  b'--r-  I 

A  ^2  -4-  B  ('2  -^  C 


Z=:—  l»/i_  a2— p2^\m2h-  Bp2H-G), 
2 

/,        A^/2_^  B„,2^C\  -,         / 


A„2-^B,/2^C\  ^  /^       Ar/^-^Bf>2+C' 
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2**  Les  cosinus  de  la  normale  étant  respectivement 

M,     p,     y/i  —  a^—  p2^ 

les  formules  de  Rodrigiies  donnent,  pour  l'équation  diffé- 
rentielle des  lignes  de  courbure, 

uv{Adu^—B  dv^)^  [A(]  —  u^ )  —  Bii  —  ç^)]  du  dv  =  o. 

Cette  équation  difî'érentielle  peut  s'intégrer  en  posant 
u^  =  x,        v^=y, 


d'où 


=  \/xy^         du  =  — '— ,  dv  = 


\/x  2  \/y 

ce  qui  donne 

^(A  4-  By  )  =  ;r(A  +  By )y  +  (B  -  A)y  ; 

c'est  une  équation  de  Glairaut  dont  l'intégrale  sera 

Ba^K2  -f-  (  B  —  A  4-  Aa7  —  BjK)K  —  AjK  =  o, 

d'où  enfin 

13.   Etudier  V équation  aux  dérivées  partielles 

(i)  M2— 2a]N -h  2F(^)  =  o, 

Former  une  intégrale  complète.  Trouver  la  forme 
de  F  de  manière  que  les  caractéristiques  soient  lignes 
asympto tiques  des  surfaces  intégrales^ 

M  —  px  -+-  qy,  "^  z=  py  —  qx. 

Les  caractéristiques  sont  données  par 

dx  dy  dz 

M.X  —  ay  ~  My  +  ax       M^  —  aN 

_  —  dp  _  —  dq 

pM  -h  aq  A-  p F'  ~  q  M  —  ap  -h  qF'' 
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En  combinant  ces  équations,  nous  avons 
dM  _dN 

(2)  M  =  Na 

est  une  intégrale  première. 

Combinant  (i)  et  (2),  nous  avons 

a2N2-  aaN  -+-2F  =  o. 


_  aàz  s/«'  —  •>. a-  F 


Prenons  le  signe  +,  calculons  /?,  q  et  formons 

dz  =  p  dx  -\-  q  dy, 
a-  dz  X  dx  ~  y  dy        x  dy  —  y  dx 


Intégrons  et  représentons  par  <ï>(^)  le  premier  membre  : 

oc  Y 

(3)  *(-3)  =  -  •C(^^  + J")  —  arc  tang^^ h  ^. 

Voici  une  intégrale  complète. 

Les  asymptotiques  sont  données  par 

(4)  dp  dx  -\-  dq  dy  =  o. 

Prenons  des  valeurs    proportionnelles    à    dp^    dx,    ..., 

(4)  devient 

(5)  a(MF'-2F-a2)-rtF'=o, 

a  est  constant  sur  une  caractéristique,  mais  varie  de  l'une 
à  l'autre,  de  sorte  que  l'équation  (5)  exigera 

F'=o,         '^=-\^ 
alors 


a{v  -H  v/i  -t-  a^) 
Ceci  n'a   plus   de  sens  si  a^o;  nous  avons  alors  une 
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autre  équation 

px  -^  qy±\/ — 2F(^)=o. 

Ici  les  caractéristiques  se  trouvent  dans  les  plans  y^=mx. 

Si  l'on  veut  que  les  caractéristiques  soient  asynipto- 
tiques,  il  faut  que  la  surface  intégrale  soit  une  dévelop- 
pable,  donc  que  l'on  ait 

\/—-i¥{z)  =  ^  — K. 

Nous  avons  alors  les  cônes  de  sommet 

(o,  o,  K) 

{Nouv.  Ann.  de  Math.,  1899.) 

14.  On  donne  une  hélice.  En  chaque  point,  dans  le 
plan  osculateur,  on  mène  une  droite  D  faisant  avec 
l'axe  un  angle  constant  donné.  Lignes  asymptotiques 
de  la  surface,  lieu  de  D?  —  Soit  Thélice 

a7  =  cos6,         ^  =  sin6,         z  =  1%. 

Le  plan  osculateur  a  pour  paramètres  : 

A=:/sin0,         B= — /cos6,         G  =  i. 

Écrivons  l'équation  de  D  : 

X  —  ce        Y  —  V        Z  —  z  „       ,„       ,„ 

=  — j—   =  —, —  ,  «2  4_  ^2  -h  /:2  =  1 . 

a  o  k 

k  est  connu.  Et  l'on  a,  D  étant  dans  le  plan  osculateur, 
a  =  -^-l—  kl  sin^  ^z  l  cos^  ^l^-—  k^-{l^ -h  i)]  =  msinOdr  /icosB. 

Prenons  le  signe  +  ;  on  a  ensuite 

b  =  —  m  cos6  +  n  sinO; 

d'où  les  équations  de  S,  lieu  de  D  : 

X  =  cos6  -+-  an., 
Y  =  sinG  -f-  bu^ 
Z  =  /e      -^ku. 
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Ecrivons  l'équation  des  asymploliqiies  : 

Il  rf^x   x'e   x;,  II. 

Nous  avons  d^  en  facteur,  d'où  la  solution 
0  =  const. 
C'est  la  droile  D.  Il  reste 

o  =—  2du[nik-h  l{\  —  A:'^)]-h  d^[iun  -h  u^{\  —  k'^)], 
m  ^—  j,  n^—j  sl'ÏÏ—  /c2(/2+i). 

Il  suffît  de  faire  une  quadrature. 

En  particulier,  l'hélice  est  une  asymptotique,  car  l'équa- 
tion est  satisfaite  pour 

w  =  o         (du  =  o). 
15.   Soit  V équation 

i"*  Montrer  que  les  caractéristiques,  sur  la  surface 
intégrale,  coupent  à  angle  droit  les  sections  planes 
horizontales  ; 

2°  Former  Inéquation  différentielle  des  multiplicités 
en  x^  y  caractéristiques  ; 

3^  Déterminer  U  de  façon  que  ces  multiplicités  soient 
des  cercles  horizontaux  passant  par  V origine  des  coor- 
données ; 

4"  Pour  ce  cas, /orme/'  une  intégrale  complète  de  (i). 

iNous  représentons  —  par  U<,  -r—  par  U2. 
Le  système  d'équations  des  caractéristiques  est 
dx  _  dy         dz  _  dp  _  dq 

^^  7"  """7""  lu  ~  UT  ~û7' 

soit  un  déplacement  sur  la  surface 

or,     0/,     0^, 
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s'il  est  horizontal 

p  ^x  -¥-  q  ùy  =^  o 
OU 

dx  ^x  -H  dy  oy  -\-  dz^z  ^=^  o. 

C'est  le  premier  point. 

Cherchons  l'équation  des  sous-caractéristiques. 

(l)  donne 

il  =  1, 

dx       p 

dq  dp  q 

,.,  P  -r  —9  zf-       U2  --  -  Ui 

d^-V  dx        ^  dx  p 


Donc 


dx'^  p-  p- 

dyy _  'i\} 
dx  )   ~  p- 


(2)  y"='-^^{\},-\],y'). 

Telle  est  Téquation  de  la  deuxième  question. 
Nous  voulons  avoir  des  cercles  horizontaux 

x^  -^  y^  —  ^-  ^  ^  —  2  ^  r  =  o . 
Leur  équation  différentielle  est 

(3)  r'=^i^'M^./-r)- 
Écrivons  donc 

2U  Ui  U.2  U.-i-Uo/ 


3-24.^2       —-ix      — -ly  — '^{^'-^yy') 

d\J  d\}     , 

i(x  -^yy')  _        1  dx  dy  ^ 

x'^-k-  y''-      ~       1  U 

x^--\-y^ 

Passons  aux  coordonnées  polaires  avec  cette  valeur  de  U. 
(i)  devient 

dz  ,  àz  , 
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On  a  l'intégrale  première  ^'=const.,  d'où  une  intégrale 
complète. 

16.   Théorie  du  facteur  intégrant. 
dx  dy 


Si  l'on  a 
il  en  résulte 


Moc.y)        X{x,y) 


ox  oy 


m{\  dx  —  Xdy)  =  du{x,y). 
Ayant  un  multiplicateur  M,  tous  les  autres  seront 

Mi=Mcp(«)         (g  arbitraire). 

La  recherche  de  ce  multiplicateur  d'Euler  équivaut  à 
celle  des  transformations  infinitésimales  de  Lie,  les- 
quelles donnent  des  résultats  d'une  façon  intuitive. 

Ici  le  facteur  M  existe  toujours,  bien  entendu,  avec  cer- 
taines restrictions  de  continuité... 

(II)  V{x,  y,z)dx^Çldy  +  Kdz=^o. 

Les  solutions  sont  des  courbes.  H  y  a  des  solutions  sur- 
faces si  l'on  a 

ou 

PPi4-QQ,-hRRi  =  o. 

Alors  la  solution  s'obtient  en  intégrant  le  système 

dx  _  dy  _  dz 

p;- q;~ ïï;* 

Ceci  donne 

z  =  G(a-,  a,  '(i). 
J.  Bertrand  a  montré  qu'il  suffit  alors  de  dilFérentier  y 


PROBLÈMES    DIVERS.  63 

et  z  en  57,  a,  |3,  de  porter  dans  (II).  Gela  donne 
A(a,  ^)^a  +  B(a,  P)f/[3=  o. 

Intégrons,  nous  avons 

/(a,  ^)  =  G. 

Remplaçons  a  et  ^  en  fonction  de  x,  y^  s,  nous  avons  les 

solutions 

Mx,y,z)  =  C. 

(E.  Picard,  Cours  lith.,  Hermann,  1887). 

17,   Soit  la  surface 

^  =  «  (^  (  « ) -I- p  sin  6  cos  ?^, 
y  ^  V  sin6  sinw, 
^  =  p  cos6. 

Q  est  une  constante.  Exprimer  que  la  ligne  de  striction 
se  trouve  dans  le  plan  y  Oz.  Lignes  asymptotiques.  — 
Le  plan  tangent  sera 

I  X  —  x  Y— jK      Z  —  z 

I  (Tcosw  (Tsinw  Y 

en  écrivant  0-=  sinO,  y  =:  cos8. 

Les  paramètres  de  la  normale  sont  donc  : 

A  =  yjp  cosu, 

B  =  Y  (  0-  c^  sin  i/,  —  a  o 

G  =  aacp'  sinw  —  i-v. 

Dans  le  planyO^,  on  a 


a  cosa 
Les  paramètres  sont  : 

A'  =  —  Y  «9? 

B'  =  —  T<^^' —  T^?  tangw, 

^,  ,    .  aacp 
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Au  point  infini,  les  paramètres  sont  : 

A"=       yacosw, 

C"  =  —^\ 

Nous  exprimerons  que  ces  directions  sont  à  90°;  alors  le 
point  central  se  trouvera  dans^^Os.  D'où 

-I- cp'(  a)  sin  w  =  o,         cp  =  cosM, 


cosu 

c'est-à-dire 

cp'  =  —  sinw,         cp"=  —  cosM. 

Ecrivons  l'équation  des  asymptotiques  : 

(acp" — V(7cosu)du- — 1(j  sinududi>     acp' — vdsinu     tjcosu 
—  ç<j  s'm  u  du^ -h  i(y  cosu  du  dv  va  cosu         <js\nu 

o  o  Y 

]Nous  avons  la  solution  du  =  o. 

Ce  sont  les  génératrices. 

Puis  une  équation  de  Bernoulli. 

18.  Former  une  solution  de 

/?2  _|_  cr2  =  —  —  I 

contenant  le  cercle 

z  ^=  a^         x^ -\- y- ■=  b^ . 

Ecrivons  l'équation  des  caractéristiques 

dx  dy  dz       _  ^P  _  ^9 

a^p  ~  a'-q~  32 — a'i  ~  pz         qz 

Voici  deux  intégrales  premières  : 

s/z'^  —  a-  =  kp  =  kXq. 

Cependant  elles  ne  sont  pas  distinctes,  car  l'on  a 


fO^^) 
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Mais  nous  avons  alors 


kl 
a- 


Voici   les  caractérisliques  avec  les  Irois  paramètres  x^, 
Formons  la  combinaison 

Nous   voyons   bien   qu'on    peut  obtenir  une   surface    de 
révolution;  il  suffit  de  poser 

^0  -1-  -4-  _  o, 

x2-i-72=R2  +  a2[4^(^  +  ^32._«2)]-2. 
Pour  :;  =  a,  on  a 

;2.2_|_^2_   ^2^ 

d'où  K\ 

19.   Condition  pour  que  les  courbes,  intégrales  de 

forment  une  famille  isotherme.  En  déduire  un  facteur 
intégrant.  —  Soient 

(-2)  M(.r,  jK)  =  a 

les  intégrales  de   (i).    u  doit    satisfaire    à    l'équation    de 
Laplace. 

Soit  p,  un  multiplicateur  de  (i)  : 


du  du  . 


D'A. 


I 
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=  - — —  donnera  la  relation 


(4') 

ôy 

d'où 

d^ 

IX                       l 

Oy  dx         Ox  ây 

D'autre  part,  u  est  Jiarinonicjue,  d'où 

(3)  et  (4)  nous  donnent 

(3')  l=-.4^^  . 

f '.-//; 

/^/     ,    f!,dy-f^dx 

Pour  qu'on  puisse  déterminer   u,  il  faut  que  le  second 
membre  soit  une  différentielle  totale  exacte. 
D'où,  pour  y,  la  condition 


ou 


Posons 

-r-4       -^- T^       —t^nf      (paramètre  différentiel  du  second  ordre), 

dx^  dy^  -./M  n 

\-4-\  ~^  \'è~)   = '^if      (paramètre  différentiel  du  premier  ordre), 
OU 


M    <*/    )  = 

(-/^)(ê-^SrO- 

'4ïS^-(l)1 
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Si  cette  condition  est  remplie,  nous  aurons 

dx    -^        dy 

^-— :^ =  dv{x,  y), 

^logfx=—  -  d\o^{\-\-  p)-^  dv{x,  y). 


log|a  =  loge  —  -  log(i  +  /2)  -i-  v{x,  y), 


d'où 


î20.   Soit  une  famille  de  courbes 

(F)  ip2_^2jK2=  a.32^         x'^^y^--^z^=^z. 

Démontrer  qu^ elles  sont  les  trajectoires  orthogonales 
d^ une  famille  de  surfaces. 

Lignes  de  courbure  de  ces  su? faces. 

(Sorbonne,  1901.) 

Cherchons    le    système    d'équations    difTérentielles    des 
courbes  (F),  en  différenliant  et  éliminant  a,  ^  : 

j             j             j       ^--^  ■^-  X^  j 
X  dx  H-  iy  dy  =:  7.Z  dz  t=  '—  dz , 

7                  7                 j          o  j          :r2-}-r2_4_  22 
1 X  dx  H-  2  J  dy  -^  9.Z  dz  =^  p  dz  =:  ^ dz 

ou  bien 

dx  _  dy  _         dz 


■2yz(y^-i-  z^)        ■ — xz{x--h  3y'^-\- z'^)        ■ — ixyz'^ 

L'équation  des  surfaces  trajectoires  orthogonales  est  (s'il 
y  a  intégrabilité) 

<i)  F  dx-^qdy-\-ndz  =  o; 

P,  Q,  R  sont  les  dénominateurs  de  (I),  et  l'on  a  bien  lacon- 
dition  voulue. 
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Intégrons  par  la  méthode  de  J.  Bertrand  : 

dx  _    dy    _  dz  _ 

o    ~~  r>.yz  ~       x--\-'Sy--\-  z-^  '    ~ 

y  dy  _  'x  z  dz 

Posant 

y''-=X,         z^-=Z, 

il  vient 

dZ         Z        -        a2 

équation  linéaire  qui  donne 
ou 

Eliminant  x  et  z,  il  vient 

+  '^  J  ( 2dy~^ i 27  a>'  —  2  a  6fa  )  =  o, 

—  2pû?a  +  aû?^  =  o,         ^  =  2Ka2=2K^^ 
d'où 

372+  v2_)_^2=:  2K 

/  7 

Cette  surface  est  engendrée  par  le  cercle  mobile 
x  =  'ky,        x--\-y'^-^  z^—ik\x^ 

qui  est  ligne  de  courbure. 

La  deuxième  famille  de  lignes  de  courbure  sera  donnée 
par  des  sphères  tangentes  en  O  au  plan  xOy 

21 .  Enveloppe  des  plans 

(i)  •xux-^T.vy  -^  (i—  m2_(;2)^  ^y(j^)_^  ^(^^,y 
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Montrer  que  les  lignes  de  courbure  sont  planes.  Déter- 
miner f  et  'sD  de  façon  que  les  plans  des  lignes  de  cour- 
bure d'un  même  système  passent  par  une  droite  fixe. 
Lignes  asymptotiques  de  la  surface  enveloppe. 

(Sorbonne,  1906.) 

Les  coordonnées  de  l'enveloppe  sont  données  par  (i), 

(2),  (3): 

(2)  IX  —  laz  =■  f'iu)^ 

(3)  iy — •ivz=o'{v). 

Posons 

A-  =  1  -i-  «2  -H  (^2  ; 

les  cosinus  de  la  normale  à  la  surface  sont 

nu  ,         2^»  tr         '^- 

k  k  k 

Soit  w  =:  a,  constante;  alors  le  plan  (2)  a  sa  normale  fai- 
sant un  angle  constant  avec  la  direction  c,  c',  c" . 

De  même  pour  v  =^^  {théorème  de  Joachimstal). 

Donc  les  lignes  de  courbure  sont  dans  les  deux  familles 
de  plans  (2)  et  (3). 

Pour  que  les  plans  (2)  se  coupent  suivant  une  droite, 
écrivons  que  leurs  traces  sur  xOz  ont  une  enveloppe 
réduite  à  un  point 

—  ^  =  y"(^^)  =  const. 


Nous  avons  ainsi 


f  =z  aiû-  -\-  ibu  -\-  c^ 

çp   =  a(^2    _|_  2^(;_4_  Y. 


Les  lignes  asymptotiques  seront  données  par 

(4)  V  û?c  dx  =  o. 
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DifTéreiilions  (2)  et  (3)  : 

idx  —  ludz  —  9.Z  dii=  f"(u)  du  =  2 a  du, 
'1  dy  —  iv  dz  —izdv  =.  xol  dv. 

H  faut  donc  calculer  z  cl  dz  : 

/*-4-c5  —  uf — vo'        m  —  au^ — a(^- 

Z    =    - ! !-    =:    } 

k  k 

m  =  C  -4-  Y,  k  =\-\~  U"-  -h  (^2; 

9.  a  du  _                   ,                ^.,       IV  dv  ^  ,  ,    „ 

dz   — T^— [«  +  m-f-(a  — a)v2j ^_  [a -h  m  +  (a  —  a)  w^ 

dx  :=  udz  -\-  -r"[^  -\-  m-\-  {a  —  '^)v-\^ 

dy  =  V  dz  -\- —  {a.  ->r  m -^  {y.  —  a )  w^]  ; 
,  ^u  du        ^v  dv 

de    = p ^, 

de   =  —  (1  —  w2  _|_  4,2  ^clu  —  —-  dv^ 
de'  =  —  i^du-^-^{i-^-u^~v'')dv; 

011  bien  encore 

,               ^  u  du  .  V  dv 

dz  =—  2B-^^ 2  A  -j^, 

B  ,  „ .    .         9.UV  A.  dv 


dx  —  -p;{l—  u-'^v'^)du  .^ 

luv^   ,         A  ,  „        .,.    , 

dy  =z -—du->r'p{\-\-u^'—v^)dv. 

Écrivons  Téquation  (4),  en  supprimant  -p^  : 
M  du'-  4-  N  du  dv  H-  P  r/^^  =  o. 

On  trouve 

N  =  o, 

M   r:::   2  BK2, 
P     =.>AK2. 

Or 

A  =  an- m4-(a  — a)M2    ne  dépend  que  de  ?« 
et 

B  =  a  H-  m  -h  (a  —  oc)v^         ne  dépend  que  de  v. 
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Donc    les   lignes  asymptotiques  sont  données    par   des 
quadratures  faciles  à  elTectuer. 


22.  Etudier  V équation 


(0 


K  = 


pY  —  qoc 


S/X'^  -+- j2  v/l-}-/?2+^2 


Montrer  que  les  caractéristiques  sont  lignes  de  cour- 
bure des  surfaces  intégrales.  —  Passons  aux  coordonnées 
polaires;  (i)  devient 


(I') 


K2r2(i-f-y2)_^'2(i_K2)  =  0. 


D'où  l'intégrale  première  du  système  des  caractéristiques 
^^=const.;  d'où  une  intégrale  complète. 
Ecrivons  (i)  sous  la  forme  symétrique 

posons 

py  —  qx  =  l]^         H-^2_|_^2_y^ 

R  =  a72-l-j2. 


Le  système  des  caractéristiques  est 


(I) 


dx 


dy 


dz 


jkU  — K2/>R 


x\]  —  K2 q  H        K^  R 
dp  _  dq 


^U  +  K2a7V 


joU-f-K2jKV 


Vérifions  que  ces  courbes  donnent  lieu  à  l'identité  {voir 
plus  loin,  p.  83) 


Ceci  donne  (i" 


dx  -\-  p  dz  _  dy  ^  q  dz 
dp  dq 


U2_K2VR  =  o. 


Remarque.   —  U  =  const.    est  une  Intégrale  première 
de(l). 
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23.  Equation  adjointe.  Transformation  de  Laplace.  — 
I.  Soient  les  systèmes 

doc 

—7- -\- ax  -\- by  -\-cz   =0, 

dv 

(1)  {  -^ -f-ai^-f-èijKH-Ci^  =  o, 

dz  .      , 

-T-  -+-  «2^,-^  ^2./  -f-  c'2-s  =  o; 

^  +  aX  H-  a,  Y  -h  «2^  =  o, 

(2)  >   _lI-+-6X  +  è,Y+^2Z  =0, 

I         <iZ 

-77  +cX  +  c,\  -hCîZ  =0. 

Ils  sont  adjoints  l'un  de  l'autre,  et  l'on  a 

d{\x-^\y-\-Zz)  =  o. 
Soit  donc  la  solution  de  (i) 

(^1,715-21),      iXi,yi,Zi),     (a73,jK3,  ^3). 

On  aura  la  solution  de  (2),  c,,  Co,  C3  étant  des  constantes, 
par 

Xa7,-|- Yj)^i-4- Z^i=  Cl,         XiPa-H- .  •  =  Co,         Xa^a-h. .  .=  c'3. 

D'autre  part,  soit  l'équation  différentielle 
(i')  a7«-t-/?ia:"-i+. .  .  +  p„a7  =  o. 

Multiplions  par  ^,  intégrons;  nous  avons  une  partie  iî  et 
en  plus 


-  ^Yjiy"-  {pxy)"-'-^{piyy'-^+' .  .-^  (-  ^Ypny]  x  dt. 


Annulons  la  partie  entre  crochets  : 

(2')  ^.;_(^,^)«-i_l_...=  o. 
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Si  l'on  transforme  (i')  en  un  système  (i)  et  (2')  en  un 
système  (2),  (1)  et  (2)  sont  les  systèmes  adjoints  précé- 
dents. 

Par  exemple,  soient  Y,,  Yo,  .  .  . ,  Y,^  /2  solutions  de  (2'); 
la  solution  de  (i')  sera 


r/' 


p,dt 

X  —  e 


d'^-^-yu  d''~^yk        djk 
^   dt'^-'-      dt'^--^  '"  dt  -^'^ 


Le  facteur  qui   précède  le  déterminant  est  l'inverse  du 
wronskien  des  Y;^. 

II.    Soit  l'équation 

(3)  Po7''«^-+-  P,y'"-ï^-l-. .  .-h  P,„jK  =  o. 

Les  P  sont  polynômes  en  x  de  degré  ^/?.  I^aplace  pose 


=   Ç    y{z)e^^dz. 


y 

^  (X. 

Un    terme    tel   que    xPy^"^^    donne,    par    l'intégration    [lar 
parties, 

iyz'"xi'-^e^^)^  —  .,.^...-^{—i)P  I      e'-^-^ — y  z"^  dz. 

Nous  sommes   ramenés,   pour  intégrer  (3),  à  annuler  cer- 
tains termes  aux  poinls  a  et  p  et  à  annuler  l'expression 

sous  le  signe    /,  ce  qui  donne  une  équation  (4)  d'ordre^ 

et  non  d'ordre  m. 
Par  exemple,  soit 

(«0^7  +  6o)r''"^H-  («1^7-1-  6,)j('«-i^4-. .  .+  {^a,nX-^h,n)y  =  o. 
L'équation  (4)  sera 

(4)  ^— ao^Vz'«-+-6oV^"M  4-...=  o, 

de  la  forme 


74  CHAPITRE    II. 

R  est  une  fonction  rationnelle  dont  numérateur  et  déno- 
minateur ont  le  degré  m. 

24.  Application  :  Intégrer  U équation  (Laguerre) 

^(jK'"-+-«JK'"-'+  ^JK'"~^-+-.  .  .-^ky' -\-ly) 
—  ;i[mjK'"-'-l-  {m  —  \)ay"^-'^-\- .  . .+  ky]  =  o. 

L'adjointe  est 

—, X  H ; (  ax  —  nm )  u 

dm-'!. 

-\ — ; r  \hx  —  ni  m  —  I  ) a  1  ««  -h . . .  =  o, 

OU  encore 

xiu'>i—au"'-^^  bu»'-^'±..  ..±  lu) 

+  (/i-i-i)  [mu"'-^—{ni  —  i)au"^-'^±...  .±.  ku\  =  o. 

Appliquons    la    mélhode    de    Laplace,    en   remplaçant  z 
par  — ^;   (4)  donnera 

-H(/i  4-i)V[m-'«-i4-(/?i  — i)a5"î-2-i-. . .+ A-]  =  o, 
d'où 


V=:Q(^)    ,         q{z)  =  z'n^az"^-'^-^...-^l. 

Soient  z^,  ^o,  ...,  Zni  les  racines;  nous  les  prendrons 
pour  limite  inférieure  a.  Pour  p  nous  prenons  ztoo,  de 
sorte  que  e~^^  s'annule. 

Voici  donc  les  solutions  de  l'adjointe 


iik- 


L'équation  donnée  est  intégrée. 

25.  Théorie  du  deiijnieii  multiplicateur  (Jacobi)  : 

^    ^  X(x,y,z)-'    Y    -T" 
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Le  multiplicateur  M  est  défini  par 

A  MX  -^  —  M  Y  -f-  ^  MZ  =  o. 

ax  Oy  ôz 

Soient  y*=  a,  c2  =  p  deux  intégrales  premières  de  (1), 
§  \e  symbole  d'une  fonction  arbitraire;  tout  autre  multipli- 
cateur est 

Mi=M.f(/,9). 

Si  l'on  connaît  M  et  o,  le  dernier  multiplicateur,  qui 
achève  l'intégration,  est 

M 

do 

Tirons  ;j  de  cp  =  P;  alors 

^{\dy-Ydx)  =  d¥{x,y) 
âz 

(E.  Picard,  Cours  lith.,  1887). 

26 .  Applica tio n . 

1.  Soient  deux  polynômes  du  second  degré  P(:r,^), 
Q(:r,  y)  ayant  mêmes  termes  homogènes  du  deuxième 
degré. 

SoitF(x,  y,  z,  u)  une  fonction  homogène  du  deuxième 
degré.  Mettre  les  polynômes  sous  la  forme 

.  F(a7,  jK,  a,  b),         ¥{x,y,(x,  ^) 
et  montrer  que  la  l' dation 

vérifie  le  système 

s  dx  _  dy  _  yJVix,  y') 
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La  lettre  h  ou  H  désignant  un  ensemble  homogène   de 
degré  2,  on  a 

¥{x,  y,a,b)  =  h{x^  y)-\-'^{a,b)-^Çka-^\xb)x-i-{\'ia^lx^b)y. 

Soit,  d'ailleurs, 

P(a7,  y)  =  h(x,  y)  -+-  mx  -f-  ny  -\- p- 

Nous  résolvons  facilement  le  système 

Xrt -}- [jt.6  =  m,  Xia -h  ;/i  6  =  71,  H(a,  6)  =  />, 

avec  les  analogues  en  a,  [B,  m,,  n,,  jo,,  ces  trois  derniers 
étant  les  coefficients  de  Q. 
Donc 

P(^ir)  =  F(a',7,  a,  6), 

Q(^  ■'))=Fa,   rj,  a,    p), 

^2  P    _    £)2  Q  ^2  F      _     t)2  Q 

-y  et  -7-^  sont  homogènes,  de  degré  i,  donc  satisfont  à  la 
relation 


d'où 


^  ()cp  do  d(&        _  c>o 


()Q   _      ^  d2^P_  Jgp  ()2P 

(?$   ~      dx^        ^  (9^?  d^  (^a^  da        ^  àx  Ob 


dO  , 

et  -7—  est  analogue. 

Dans  ces  conditions,   la  différentielle  de  (2),   relative- 
ment à  x^  y,  5,  Tj,  est 

^X=     {^qdx-^PdO(-^'^-^§ 
Elle  est  nulle,  d'après  (i). 
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11.  Etude  de  r équation 

F  (y) 

F  étant  une  fonction  quelconque.  (Laguerre.) 

Associons  (3)  avec 
(3')  '"'^       ^''^' 


Soit  une  intégrale  de  (3') 

Les  relations  de  (i)  donnent  ainsi 
dx    _    dy    _    d% 

v/Q         /Q         /P 
Éliminons  ç  entre  ces  deux  équations  : 

d^y  _  ^"s/q  _      \dx) 

dx-^  ~     v/P     ""       v/P 
C'est  (3). 

Or,  nous  avons  vu  que  la  relation  (2),  avec  r^  =  B(Ç),  est 
une  intégrale  première  du  système  (1). 

La  théorie  de  Jacobi  s'applique  aussitôt,  car 

d  I  d         ^'{\)  d  I 


Donc  le  système  (I)  a  une  deuxième  intégrale 

I     ii'{l)dx  —  dy 
(4)  tJL  =  const»=     y    -T? — : 

ai 
"k  est  le  premier  membre  de  (2). 
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(4)  est  la  solution  de  (3),  puisqu'il  j  a  deux  constantes 
arbitraires  ).,  [jl. 

6'(5)  est  une  fonction  connue  de  yj,  puisqu'on  connaît 
r^  =  9(^)  solution  de  (3^). 

Enfin,  par  {'a),  'f\  s'exprime  en  A,  x; y. 

Donc  (3)  s'intègre  si  l'on  a  une  solution  particulière 
de  (3'). 

27.  Démontrer,  par  la  théorie  générale  des  fonctions ^ 
la  relation 

(Stieltjes.) 

Si  ^z  désigne  un  logarithme  bien  défini  de  z^  tous  les 
autres  sont  justement 

i'  5  dz  2  71  r  i. 


Donc  la  série  représente  une  fonction  uniforme  (elle 
converge  comme  ^/i~2),  soit/(;j). 

/(^)  =/(  -  )  6t/(^)  tend  vers  zéro  si  )  ^  |  devient  infini- 
ment petit  ou  grand,  le  dénominateur  de  chaque  terme 
croissant  indéfiniment.  Dans  ces  conditions,  /'(^)  ne  peut 
devenir  infini  que  si  l'un  des  termes  est  infini. 

Prenons  J^^  =  j^o^?  celui  dont  l'argument  est  nul  sur 
l'axe  réel,  et  écrivons 

-I-   30 

9 

on  a  le  pôle  ^  =:  H-  i .  D'ailleurs 

<2)  f(,^k)=-^(lH-h+!^^... )+.... 
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Donc  ce  pôle  est  double.  La  l'onction  a-t-elle  d'autres 


zéros  que  z  =  o^  oo? 


Calculons 


/' 


J--L-.  clz  =  2  t:  i  (  r  —  p  )  : 
r  / 


r  est  un  contour  renfermant  tu  [)ôles  et  p  racines. 

A  cause  de  la  convergence  uniforme  de  la  série  et  de  ]a 
série  dérivée  terme  à  terme,  on  voit  de  suite  que,  si  F  est 
un  cercle  de  rajon  infini,  l'intégrale  est  nulle,  d'où 

71=   p. 

Comme  il    j  a   un   pôle  double,   nous   n'avons   que   les 
deux  racines  o,  oc. 
Donc 

et  la  relation  (2)  donne 

A  =  r. 

Remarque,  —  Faisons  ;:  =  e",  puis  intégrons  : 


e"'        _j^  I 

—  00 

-=yf    ■    . '—\ 

I       ^U  \u-\-  •}. n-i        a  -\-  ifiTzi J 


e"- —  I        e 


Faisons  a  =  o;  deux  infinis  se  détruisent  : 


1,         ±3, 


28.   Soit  une  série  convergente  (o  <  ^  <;  i)  : 

00 

(1)  f{x)=^-^sminr.x. 
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Démontrer  que  la  dérivée  est,  quand  la  série  (2)  con- 
verge uniformément, 


(•2)  f{x)  =  -r^  y\(Cn—Cn+i)s\n(in-+-i)T.x 

(M.  Leuch,  Ann.  Ecole  norm.,  1895). 

Posons /'(^)  z=^  g[x)  et  intégrons  g{x)  après  avoir  em- 
ployé la  transformation  d'Abel  : 

n  n—\ 

^  gp  6p  =  ^  A^  (  b,,  —  bp^x  )  +  ag  h  g, 
0  0 

A/,  =  «0+  «i-H«2  +  . ..+  cip,        o-p=  G/,—  C;,+i, 

d'où 

X,,  =  —  Gy;H-i,         car         Co^o, 

bp—  sin(9,jD  -h  \)t.x, 
d'où 

bj, —  bp^x  —  —  2cos(2/>  H-  i)tzx  sinTT^T. 

Si  donc  g{x)  converge  uniformément,  nous  pouvons 
intégrer  terme  à  terme,  ou  encore  intégrer  de  x^  k  x^  : 

n  —  \ 

V^       ^  ,  .  ^        sin(2/i -h  NTT.r 

7    ITzLp-^xCO'àiip  -\-  l)r.X  +  T.Ln+\  : • 

0 

La  première  somme  donne  bien,  pour  n  =  00, 

11  suffit  de  voir  que  le  reste  tend  vers  zéro  : 

r  •**  sin  ( '2 /n- 1)7137 
R„  =  TT  G„4-i    /       .„     ^ dx 

^        Ir — cos(2/i -i- i)Tra?"]  »i 

=  7rUrt4-i  { : 

L  (■^^-+-  i)7ïsin7:a7  J.r^ 

Jr^'  C0S(2/l -+-l)Tr:r    —  TTCOSTia::     ,      ) 
'  7- r T—z dx  \ . 

(2/i-+-i)z  sm^-KX 
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Nous  avons  en  facteur  un  terme  de  la  forme 

n-h  i 

lequel  tend  vers  zéro  puisque  la  série  converge. 
Par  le  même  raisonnement,  on  a 

00 

o{x)  =^ ^  — ^  cas 2 me X, 
1 

ao 

?'(^)  =    •  1.   ^{Gn—Gn-t.i)c&s{'2n-\-i)Ti:x. 
SI n  li,  J7  ^Ktt 

0 

Application.  —  Calculer 

oe 

1 
„  ,     ,       V^  cos2/i7r, 


o  <a7  <  I. 

■x 


D'abord  F  et  G  convergent  (i;oi/-,  par  exemple,  Lebesgue, 
Leçons  sur  les  séries  trigonométriques)  ; 

F'(ar)=-i, 

a'où 

¥{x)  =  —  37 -h  a; 


pour  ^nz-,   chaque  terme  est  nul,  d'où 


1 

G'{X)  = —  TZ  COlT,X, 

d'où 

G(a7)  =  —  4l,sin7ta;  -h  ^  ; 
faisons  x  =^  ->  la  série  donne 

2 

•d'où 

D'A. 


'82  CHAPITRE   II. 

29.  Soit  une  fonction  développée  en  série. de  Fourier 

f[x)=  —  -h ^ ^  ajc  cos kx  -{-  b/c  sin  kx  ; 


50«^ 


«2  \^       2     ,      72 


Démontrer  les  relations 

27:  ^271 


(I)     S 


*>0  ^0 


.      2  /l  -+-   I    . 

sin  — (x  —y) 

/i^)f(r) -—- — :: dxdy, 


.    x —  Y 
sin — 


(2)  lim  S,=  ;^    r      U{x)X-dx 

(A.  HuRwiTz,  Ann.  Ecole  norm.,  1902). 
Partons  de  ridentité  élémentaire 


sin {x  —  y) 


=  2    — h  cos(^ — y)  -i-  cos 2 (a?  — y) -^  •  •  - 

-4-  cos/i(;r  — y) 


Écrivons 

c.osk{x  —  y)  =  coskx  cosky  -+-  s'inkxs'inky, 
les  variables  se  séparent  et  (i)  est  prouvé. 

Fig.  8. 


A' 

R 

/V 

N 

y    // 

/.// 

A 

0 

.Z\     2(^di)       2 

T. 

Transformons  l'intégrale  (i). 

D'abord  prenons  deux  fois  l'intégrale  relative  à  OAB  ; 
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puis,  dans  OAB,  remplaçons  le  rectangle  élémentaire  dx  dy 
par  le  parallélogramme  de  hauteur  dy  et  de  base  id\ 
(2Ç  =  0M  définit  la  droite  MN  parallèle  à  OB), 


^^=:r.  /    — TTTi ^ç  /        /(r)/(r  +  20«(r; 


soit 


D'après  la  théorie  générale,  on  aura 

nrzoo   t/^  s'il  Ç  ^ 

F(+o)4-F(27r-o)=y     f(y)Ay)dy. 


D'où  la  relation   cherchée,  si   F  est  continu,  et  ce  qui  a 
lieu  lorsque  /  est  bornée  et  intégrahle  (^  ). 


(1)  Pour  les  questions  fondamentales  de  \ Analyse,  voir  les  Livres 
classiques  de  MM.  C  Jordan,  Picard,  Goursat,  Humbert,  Dini,  Osgood, 
de  la  Vallée-Poussin,  Appell  et  Goursat; 

Pour  la  Géométrie  :  MM.  Darboux,  Bianchi,  RalTy,  Vessiot; 

Pour  les  Exercices  :  MM.  Frenet,  Villié,  Forsyth,  et  surtout  Tisscrand- 
Painlcvé. 


CHAPITRE  III. 

TRANSCENDANTES  CLASSIQUES. 


1.    POLYKOMES    Xfi    DE    LEGENDRE 

,2  .^d 


/i 


10LX  4-  a^ 


Démontrer,   par    les    résidus,     la  formule   de    Ro- 
drlgues  (Stielljes), 


L'on  écrira  aussi  bien 

X  -\-  I 


I _'^    x„ 


Posons  a  =  2,  on  aura 

v/l  —  2^^  H-  ^-  ^ 

Intégrant  suivant  un  cercle  de  rayon  très  grand,  enve- 
loppant les  points  critiques,  l'on  a 

r  z'^  dz  -Y 

Jp  /i  —  o.zx-\-  52 

calculons  l'intégrale  en  posant 


I —  izx  -^  z^  =  {u  —  s)'. 
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Pour  

1.-1  =  R, 
on  a 

\  II  —  x\  =  iK-i-e, 

e  tendant  vers  zéro  avec  :j^- 

Nous  pouvons  donc  faire  décrire   à   u  un  cercle  Y'  de 
centre  x  et  de  rajon  iK  : 


Or,  ceci  est  bien 


(  ^2 ,)n 


[2.    FONCTIONS    DE    BESSEL 

-h 

0 


'"(->=2:i7ûV7u; 


Démontrer  lès  relations 


T  T_^'^T  I  T  ^^'i 


Equation  différentielle  de  J,i.  Racines  de  J„  : 
Dans  J,/^, ,  faisons  p  =^  g  —  i  : 


J«-H1  —  ^ 


.  y  -  »  r^  ^  ^ 
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Remplaçons  l'indice  q  par  p  et  ajoutons  : 


f  nn\  n—\- 


Faisons  la  différence  : 

0  ' —  ' 

C'est  bien 
Écrivons  alors 

*J/î— 2+  J«  =  ('ï l)  ~"  J/i-Il 

Nous  avons,  sans  difficultés,  Féqnation  différentielle 

Remarques.  —  i°  La  formule  vaut  encore  pour  n  =  o, 
car  les  précédentes  valent  en  posant  J_i  =  —  J< . 
2°  L'équation  (i)  s'écrit  aussi  bien 

Démontrer  la  relation 

Nous  avons 

j;,(aa7)=  -J„(aa7)  — aJ,i4-i(a^), 

X 

(l'accent  désignant  la  dérivée  en  ^,  non  en  a^). 
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Ecrivons,  d'ailleurs,  Téqualion  (2)  sous  ces  formes  : 

u  =  s/xin{^3'),        /  =  «- T^T"' 


.=V^J„(P^),  ^=p2_4i^. 


"4^2 
On  a  de  suite 


[vu'—iw']l=f   {g—f)uvdx, 
qui  donne  la  relation  cherchée. 

Démontre?^  que  V équation  J„(:r)  =  o  rCa  que  des 
racines  réelles  et  que  J,^  et  Jn+i  n'ont  pas  de  racine 
commune.  —  Si  in  admettait  la  racine  cl=  a-h  bi,  il 
admettrait  la  racine  ,3  =  a  —  bi. 

Posons  J„(a^)  =  A  +  Bf,  J,i(j^^)  ==  A  —  Bï.  Le  théo- 
rème qui  précède  donne 


/    x(X^-hB^)dx  =  0, 


ce  qui  n'est  pas  possible. 

La  deuxième  partie  se  démontre  de  même;  on  aurait 


/     a:[ini°^^)]- dx  =  o. 


L^ équation  J„(^)  =  o  a  une  infinité  de  racines  dont 
V intervalle  tend  vers  tc. 

Bappelons  un  théorème  de  Sturm  (*). 
On  a 

y"  -^y^{^)  =  ^1      z"  -{-  z^{x)=io^      (]^{x)%^{x). 


(•)  Journ.  de  Liouville,  t.  I.  Voir  les  belles  applications  de  M.  E. 
Picard,  Traité,  t.  III. 
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Soient  Xt^,  x^  deux  racines  consécutives  d'une  intégrale  y. 
Une  intégrale  z  quelconque  a  au  moins  une  racine 
entre  x^  et  x^. 

Ceci  résulte  aussitôt  de 

[zy—y^']x{=         yz['h{x)  —  o{x)]dx. 
Soit,  de  plus, 

o(ip)>a         pour         a?  >  o         (a>o). 

Faisons  à  ^  a,  d'où,  Ci  et  Go  étant  arbitraires, 

z  =  Cl  cos^ax -\- C2S\n\/ax, 

l'intégrale  ^  =  o  ayant  une  infinité  de  racines  positives;  il 
en  est  de  même  pour  y. 

Eu  égard  à  l'équation  (2),  la  première  proposition  est 
prouvée. 

Pour  ^  >►  L,  on  a 

l  +  'iri>H >I  — £. 


£  et  71  tendent  vers  zéro  avec  y-* 
Ecrivons  les  équations 

y-f-^(H-£)  =  o,         z"-h  z(i-hri)  —  o. 
La  première  admet  la  solution 

j^  =  sin/i  —  z{x  —  a) 
qui  a  les  racines 


X  —  «  =  o. 


/j  —  z(x  —  a)  =  kTz. 


Pour  la  deuxième,  la  solution 


a  les  zéros 


z  =  sin  y\-\-r^ix  —  a) 


X  —  a  =  o,         /i-i-ï)(a7  —  a)  =  â:t:. 
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Donc  la  fonction   ?^  =  y/^ J„(.r),   qui   satisfait  à   (2),  a 


une   racine    entre   «  et   a  H ,  Soit  b   cette  racine, 

a  étant  déjà  une  racine  de  u. 

D'au  Ire  part,  a  -\ —    "        sera  entre  a  el  b,  d'où 

Um(b  —  a)  =  7: 

lorsque  x  devient  infini. 

{Cours  de  M.  Picard,  en  1900.) 

3.    —     FOJVCTIONS    BÊTA    KT    GAMMA. 

Par  définition, 

V{a)       =1     x^-U-^dx         (a>o), 

Y\{a,b)=   f  x^-'^{\.~xy'-'^  dx        (a>o,  ^>o). 

Jq 

Intégrons  par  parties  : 

r(« -1- 1)  =  rtr(a),         Vi II  -\-  \.)  —  \n  in  entier). 

17  •  y 

r  aisons  :r  =  — - —  : 


B( 


Transformons  — - — -  en  produit. 

l(a).        ^ 

On  écrit 

i^5j      ''' 

ce  qui  donne 

En  effet,  si  l'on  pose 


I  —z' 
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on  a 

£  tend  vers  zé/^o  avec  'C,  c'est-à-dire  avec  - 

D'ailleurs, 

X       ^1 


«70  \      ^  •-'O  «^'c 


5  étant  arbitraire,    prenons,  par   exemple,    l  =  e  ";  alors 
/     n^~^  ra-\  d;-  tend  vers  zéro  avec  —  et  nous  avons  à  cal- 
culer 


im     / 


lii 


d'où  la  formule  demandée. 

Prenons  donc  n  entier  et  posons  ^"=:  j'  : 

Il  —  y   n  —  2  I  r    ,  ,  ,    o    7 

=  ...= /     (i— y)«+«-2  rfv. 

a       aH-i         a-^/i  —  2j^j^        -^^  "^ 

^,    ^       ..      Y       n  —  \   n  —  2  I  t         "1 

V(a)  =  hm     /i« .  . —    • 

n=oo\_  Cl       a+1  a-\-n — 1  a -^  n — ij 

La  quantité  entre  crochets  s'écrit,  en  prenant  l'inverse  et 
en  posant  a  =  ^, 


<-f)(-f)-(-;r^) 


Les  exponentielles  sont  introduites,  conformément  aux 
idées  de  Weierstrass,  pour  obtenir  un  produit  infini  con- 
vergent. 
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Rappelons  que  la  constante  d'Euler  est 


=  lim  ( 1 h. ..H -C^) 

n=«\I  2  n  ^      / 


Les  valeurs  o,  —  i ,  —  2,  . . .,  —  /i,  ...  sont  les  pôles  de 
la  fonction  gamma  qui  est  ainsi  étendue  à  tout  le  plan  de  la 
variable  complexe.  Faisons  le  produit  : 


'=-[->('-T)('-7)"-(-â('-^)"]=^- 

Cela  résulte  de  ce  qu'on  a 

I  —  z        A-  4- 1  /  z    \ 

d'où  l'expression 

•ri(-f.> 

C'est  la  formule  fondamentale 

T{a)r(i  —  a)  =  -^ 

sinaTT 

On  a  la  j^elation  capitale 
On  peut  l'établir  (Stieltjes)  en  partant  de 

et  en  écrivant 

—  /(a?,  a)  =  a7«-«6-^  ^/(^'  ^)  =  ^^-'^e-^1 
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puis  l'on  forme 

■^[f{oo,a)f{x,b)\ 

et  l'on  intègre  clans  l'intervalle  o  —  x  en  remarquant  que, 
si  l'on  écrit  u  =  zx,  on  a 

d'où 

f{x{x  -h  6),  a-\-b]  B(a,  b)  =/(x,  a)  f{x,  b)         (o  <  6  <  i). 

On  fait  alors  x  ^=  co. 

La  démonstration  classique  de  Jacobi  consiste  à  partir 
de 

xa-i  Q-tx  dx  — 


On    multiplie    par  y^   <  dy    et   l'on    intègre    dans   l'inter- 
valle o  —  00. 

Soit  la  série  hyper  géométrique  de  Gauss 

„.       ,  ,  a.b  a{a  -^i)b(b^i)     ., 

F  (a,  b,  c,x)=i-\ x-\ ^ ^—^ — ^ — -x^-^.,.  : 

l.C  I.2.C(CH-1) 

l'exprimer  au  moyen  de  V intégrale 

3=1     z^-i{i  —  z)<^-a-i(i  —  zx)-f'dz, 

et  en  déduire  F  (a,  6,  c,  i)  exprimé  par  la  fonction  gam- 
ma (^)  (Gauss) 


jL^  \  .1.  .  .Il 


x'K 


(')  Hermite,  Cours,  4°  édition,  1891 


94 


CHAPITRE  m. 


Posons  donc 


J  = 


^in^", 


on  a 


mais 


d'où 


ht  = 


b(b  -j-i)...(6-^  n  —  i)  T{a-^Ji)V{c  —  a) 


r(a-i-/i)=a(a-Hi)...(aH-Ai  — i)r(«^), 


i  =  l'"'V.''-'''via,0,c,.), 


et,  pour  ^  =  I  ^ 

Y{a)T{c~a) 
V{c) 


Y{c) 


¥{a,  b,  c,i)  = 


V{a)V{c  —  a  —  b) 

r{c-b) 


Remarque.  —  Il  faut,  bien  entendu,  que  la  série  con- 
verge, pour  X  =.1.  Or 


i-\-  71   c  -^  n    I 


u,i-^\        a  -\-  Il  b  -{-  n  X 


Soient 


a=  a'  -^  ia",        b  ■=.b'  -\-  ib". 


c  =  c  -\-ic 


=1/  i-l-  -(n-c' — a'—b')...=  IH U-\-c'—a'—b')..., 


d'où  la  convergence  pour 

c' —  a' —  ^'>  o, 

d'où  la  divergence  pour 

c'  —  a' —  b'  ^  o. 

Rappelons  que  F  satisfait  à  l'équalion 

(x  —  x^)F" -{-[c  —{a  -h  b  ^  i)x  ]¥'  —  abF  =  o, 
ce  qui  se  vérifie  de  suite  (G.  JoKDXiSy  Cours,  t.  1). 
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i.    EXTENSION    ANALYTIQUE   DE   LA   FONCTION    GAMMA. 

a  étant  réel  positif^  ne  pouvant  pas,  d'ailleurs,   tendre 
vers  zéro,  écrivons,  avec  M.  Prjm  (*  ), 

T(a)=  f   -r-  f    e-^^«-i^a7=  P(6-0-+-Q(a). 

Dans  la  première  quadrature,  développons  e~^  en  série, 
il  vient 


P(a)=i-       ■ 


a        a-f-i         i.2(a-i-'2)         i.2.3(a-i-3j 

Or,  ceci  représente,  a  étant  complexe,  une  fonction 
méromorphe  dans  tout  le  plan,  ayant  pour  pôles  :  o,  — ^  i, 
—  2,  .... 

Dans  la  seconde  quadrature,  d'où  la  valeur  zé/'o  de  x 
est  exclue,  écrivons 


Ceci  est  une  fonction  entière  de  a,  Q(a).  INous  pouvons 

donc  faire  l'extension  analytique  en  prenant  pour  T  la  dé/i~ 

nition 

r  =  P  +  Q. 

Gela  fait,  M.  Gram  (-)  a  obtenu  de  nouvelles  quadratures 
représentant  F  dans  les  diverses  régions  du  plan. 
Écrivons 


I. 


(e-^^-—i)x^-^dx 


(•)  Hermite,  Cours  lith. 

(2)  Actamathematica,  l.  XXVII. 


96  CHAPITRE   III. 

est  bien  défini  pour 

—  i<a(a)<o; 

Ji  =  J'^  -1-J",j   deux  parties  correspondant  aux  intervalles 
d'intégration  o  —  i,  i  —  oo. 
Or, 

j'i  =  p(«)+y,     J';  =  Q(«)-/, 

donc 

Ji=P  +  Q; 

donc  c'est  une  expression  de  la  fonction  gamma  pour  les 
valeurs  considérées  de  a. 
De  même 

32=  I      {e-^^i  — a^x)x^-^dx 


i 


représentera  la  fonction  gamma  pour 

—  2<^(a)<— [. 
Etc. 

5.    FONCTION    ZÊTA    DE    RIEMANJV 

n  =  l 

Développer  en  série  (^(5+1),   Soit  II  (5)  =  F  (5 -h  i); 
nous  avons 

On  a 

/**         ,  ,  Y(a)        11(5) 

a  =  s  -+-\         (Gauss); 


.00 

n(5)^(5  +  i)=  /      x'<{e-^-\-e-^-^~^e~^^...)dx 

Je  x^dx 
(Riemann), 

d'où  la  relation  (1). 
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Développons    en    série    l'intégrale    du    second   membre 
de  (i)  (Stielljes)  : 

(3)  a„=jr"(^_i__f_l)(j^^y.rf^. 

Pour  évaluer  cin-,  partons  de  II  (5)  et  dérivons  n  fois  : 

f      O^xy^e-^  dx. 
0 
Posons 

X  =  kx'        (/c>  o); 
cela  donne 

( 4' )  n("'  {o)  =  k  f    (  J^kxy^  e-t'^  dx, 

d'où  nous  pouvons  tirer 

/(  J^x  )«  e-''-^  dx  =  kk. 
Soit,  en  effet, 

d'où 

(  5 )  A/,  =   r    (  T  -  i^/c)« e-/^-^  a^^ 

'A 


A-  I  A 


'(o)-V+--.- 


Effectuons  la  somme  S,=:  A,  4-  Ao -1-.  .  .-t-  A^.: 

— ^: — {^xy^dx       [n[,«)=n(«^(o)] 

I       e 

=  „.».(■  _^  :+...+  ! 

\  I        2  r 


D'A. 
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Nous  pouvons  encore  écrire 


J/*"                  /     c~^             e~^        e^ g-(r+l'.r          Q—[r-\-\.)x          Q-[r-^-\)x\ 
(r.r)" ! 1 \dx. 


(2)  (3) 

d'où  trois  intégrales. 

La  première  est  a„,  la  troisième  tend  vers  zéro  avec  ->  la 

deuxième  se  calcule  facilement  par  dérivation.  La  dérivée 
par  rapport  à  /•  est  A,_j.<,  donnée  par  (5);  la  l'onction  est 
nulle  pour  /•  =  o,  et  s'obtient  en  intégrant  A/^i  terme 
à  terme,  d'où,  si  l'on  peut  passer  à  la  limite  r  =  cc^ 


I      "        (    2  ;•         •>.     ^ 


(h)    a,i=hn\  [         i      "^        {    -2  r         •>.     ^  \ 


Posant 

2  /■  A-  -H  I   "^  ^  ^ 

(pour  r  =  oc), 

(7)       «„=.n;,«)G--n[,«-i)Gi+'ii^^ni,«-^)G,.... 


1 .2 


Ceci  montre  qu'on  a 


V 


(8)  r(5  +  n—  i  =  G  — Gi^H -s''- ^a-».... 

^   '  ^^         ■       s  1.2  1.2.3 

Remarque.  —  Toutes  les  intégrales  ont  un  sens  bien 
défini,  car 
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n'esl  pas  déterminé,  mais 

/     (-Cl^)'*  dx 

tend  vers  zéro  quand  t  et  s'  tendent  vers  o. 

La  troisième,  dans  S^,  tend  vers  zéro  avec  -•  En  efifet, 
nous  écrirons  r  =  r' -{- r^' ,  Nous  prendrons  /•'  tel  que  l'in- 
tégrale où  r  serait  /'  ait  un  sens.  Il  nous  reste  en  fac- 
teur e'^''""^^^^  que  nous  pouvons  mettre  hors  du  signe. 
(On  écrit 

^0  'U  'H  '-L 

et   l'on  remarque    que n'a  pas  une  infinité  de 


racines. 

Quant  à  C,  Cl,  Co,  .  .  .,  ce  sont  des  nombres  bien  déter- 
minés, comme  on  le  voit  en  construisant  la  courbe 


On  a,  par  exemple. 


ii^...^<z^r^^^ 


f<f:  ^^^=1^^^ 


ou 


D'ailleurs 


?/^— --C(/?  +  i}<o. 


?/'  +  !  —     -<(/>  +  '■^)    >   ?P—   -  -C(/^  -+-')• 

Nous  avons  donc  des  nombres  croissants  avec  l'indice  p^ 
toujours  moindres  que  zéro.  Ils  ont  une  limite. 

Par  la  formule  (8)  on  vérifiera  ce  théorème  de  M.  de  la 
Vallée-Poussin  (<)  : 


(')  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  i8c)6,el  Mémoire 
sur  la  f onction  de  Rieniann,  Bruxelles.  1899. 
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6.   EXTENSION    DE    LA    FONCTION    ZETA    (*),    ANALOGUE 

A    CELLE    DE    LA    FONCTION    GAMMA. 

Démontrer  que  la  fonction  a  pour  pôle  le  point  -\-  i 
et  pour  zéros  les  points 

—  2.     —4,    —6,     .... 

Ecrivons,  avec  Hermite  (-), 

TisKis)  =£\jj^gj^  =  F(.)  +  G(.). 

Ayant  choisi,  parmi  les  valeurs  de  x^~^ ^  nous  pouvons 
poser 

Ce  qui  donne  une  fonction  holomorphe  dans  LouL  le  plan. 
Pour  la  première  intégrale,  faisons  intervenir  les  nombres 
de  Bernoulli 

^  X  ^   x'^        _,  x'' 


e-^  —  I  'X  •>.  !  4 

L  5 l  -1  s         Au  (  '2  /i  )  !     2  /i  -h  .V  —  I  J 

La  série  converge  pour  to  <<  2-,  d'après  la  relation 


{in)\        ('2rj2 


22«  ^"') 


F  représente  une  fonction  méromorphe  admettant  les /?o /ca- 
-+-1,0,  —  I,  —  3,  —  5,  . . .;  r  admettant  les  pôles  o,  —  1, 
—  2,  —  3,  .  . .,  on  voit  que  >^(5)  a  pour  pôle  le  point  4-  1 , 
pour  zéros  les  points  —  2,  —  4?  •  •  •?  et  a  pour  valeur,  au 
point  —  2  /i  -f-  I, 

(-i)«B„ 


(')  On  sait  que  la  fonclior.  zêta  donne  des  lois  asymplotiques,  dans 
la  théorie  des  nombres  premiers. 
(')  Comptes  rendus,  i885. 
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Car,  en  effet,  on  a 

lim       (2/1 -h  5  —  i)r(s)== 


j-_2«-M  {'in  —  i)! 

Prenons  co  =  i  et  écrivons  encore 


F 
G  = 


r(s)t(s)  =  F-^G, 
I  I  B,       I 


Jo      ^{e-^-i)\  I  / 


Sôii 


— = h  biX  ~i-  b.2or^..  ■', 

Ji  =   /       I )  x^-"^  dx 

J,       \e^-x         x) 

est  bien  déterminé  pour 

h=   I       ( ^ -i- -)x''^dx 

J^      \e-^  — I        X        2/ 

est  bien  déterminé  ponr 

Etc. 

D'ailleurs,  comme  pour  F,  on  vérifie  de  suite  que  J< , 
Ja,  .  .  .  représentent  bien  F  +  G  dans  les  divers  domaines 
fixés  pour  «^(5). 

Ici  encore,  d'une  intégrale  nous  passons  à  des  séries  et 
de  celles-ci  à  de  nouvelles  intégrales  (^). 


(*)  Gram,  Acta  matlieniatica,  t.  XXVII. —  IIermite,  Cours,  Gauthier- 
Villars,  187.3.  —  Heumite  et  Stieltjes,  Correspondance.  —  N.  Nielsen, 
Zylinder  funktionen,  igo^j,  et  Gamma  funktionen,  1906,  Teubner, 
Leipzig.  —  Riemann-Weber,  Partiellen  Differential-Gleichungen, 
Vicweg,  Braunschweig. 


CHAPITRE  IV. 

ÉQUATIONS  DU  TYPE  ELLIPTIQUE. 


L'équation  aux  dérivées  partielles  qui  est  Ja  mieux 
connue,  dans  le  type  elliptique,  est  V équation  de  Laplace. 

La  Physique,  aussi  bien  que  la  théorie  des  fonctions 
analytiques,  pose  à  son  sujet  le  problème  de  Dirichlet. 

La  question  est  énorme;  nous  ne  donnons  qu'une  esquisse 
delà  solution,  après  quelques  préliminaires  sur  les  Déter- 
minants, les  Potentiels  de  simple  et  double  couche,  les 
Equations  intégrales,  la  Fonction  de  Green,  etc. 


liNTRODUCTION. 

L     DÉTERMINAN'JS. 

1.   Déduire  l'expression  du  produit  de  deux  détermi- 
nants de  V étude  du  système  linéaire 


{a  —  À) 37  -h  by  -h  c«  =  o, 
(I)  l  a^x -\-{by--\)y -^  c^z  =  o, 


f  a^x  -\-  b-iy  ^  {C'i — X)s  =  o. 


Représentons  par  P,  Q,  R  les  premiers  membres  de  (I) 
et  écrivons  le  système 

/   aP  -H  aiQ  -4-  ajR  =  o, 

(II)  pP-+-p,Q  +  3,K  =  o, 

(  TP-4-T1Q+Y2R  =o. 

Soit  D  son  déterminant. 

D'après  la  règle  de  Cramer,  si  D  n'est  pas  nul,  le  sys- 
tème (II)  n'a  d'autres  solutions  que  P  =  Q  =  R  =  o. 
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Donc,  pour  D  ^  o,  les  sjslèmes  (1),  (II)  sunt  êquhia- 
lents.  Ecrivons  leurs  déterminants  respectifs 


«2l 

b 

-À 

c 

1 

«2 

b. 

6'2  — 

-  À 

a(a- 

->o 

-i-a, 

Cl) 

-t- 

aott 

^{a- 

-X) 

^^ 

a^ 

-f- 

h<^ 

Y(«- 

-X) 

+  Yi 

«1 

-4- 

72  « 

Si  3,  est  nul,  (I)  admet  d^autres  solutions  que 

ce  z=  y  =:  z  =  o', 

donc  ôo  doit  être  nul  aussi. 

Donc  les  équations  en  À,  S,  =  o,  ùo  =  o,  ont  les  mêmes 
racines. 

Ecrivons  que  le  produit  des  racines  est  le  même  : 

aa  +  «jai -T- «2  2^2     bx  -i-  biOLi-i-  b^oc^     ca  +  Ci  ai -i- c^a^ 
a  [3 -h  a,  pi -1- «2^2     6p-^  ^it^iH- ^2?i? 
«T  -+-  ctr(i-T~  «2  Y2     b  Y  +  bi  Yi  +  ^2  Y2 

a     ai     «2 

6     ^1      62 


Cl 


X 


Y  +  ^iYi- 
a      Xi      aj 


c^H-Ciî^i-HCa^a 
C'Y  +  CiYi4-  C2Y2 


2.  Développer,  par  rapport  aux  puissances  de  /i,  les 
déterminants 


o  -f-  ha-n  I  -f-  /îa22  o  H-  ha^^  o  -+-  /<a24 

o  -h  hciix  o  ^-  l^cL-it  I  -4-  /'«33  o  +  ha-y^ 

o  -f-  /ia^i  o  H-  /ia^o  o  -h  Aa^s  i  4-  7za44 

i-f-//rt|i  o -h /iai2  o -h  Aai.j  Z?, 

o  -i-  ha-2\  l  H-  /<rt22  o  -i-  /<«23  ^2 

o  -h  ha^i  o  -i-  Aa:i2  i  H-  /<<733  63 

o  -4-  ACj  OH-  hCi  o  -^  /<C'3  o 


B  = 


Développer  un  déterminant  quelconque  en  vidant  la 
diagonale  principale.  —  Le  déterminant  A,   d'après  la 
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définition  même,  est  une  somme  de  déterminants  obtenus 
en  groupant  quatre  colonnes  partielles  dans  leur  ordre. 
La  constante  est 


I 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

0 

o 

o 

I 

Un  terme  en  Ji-  est  donné  par 
ha-i^     ha^i     o     o 

/<«41        /i«4  2       o        I 


A2 


«21        ^22 


Remarquons  que,  si  nous  prenons  tous  les  déterminants 
analogues,  nous  en  prenons  deux  fois  trop,  car  nous  sup- 
poserions que  nous  avons  à  prendre  d'abord  la  colonne  i 
avec  la  colonne  2,  puis  la  colonne  2  mise  la  première, 
avec  la  colonne  i  écrite  ensuite,  etc. 

Si  donc  le  symbole  y  re|)résente  une  sommation  rela- 
tive à  tous  les  groupes  d'indices  ij ,  nous  écrivons  le  coeffi- 
cient de  h- 

2_  y^     Cl  a     aij 
[>_2d     aji     ajj 

De  même,  nous  aurons  un  terme 


h^ 


a\i     «12     «13 

«21       «22       <^23 
<^31        ^32       ^^33 


et  comme  un  système  de  colonnes  ijk  doit  figurer  une 
seule  fois,  alors  qu'il  a  |3  permutations  de  3  indices^ 
nous  écrirons  le  coefficient  de  h'-^ 


2 


a,i  aij  «/A- 
aji  ajj  aji, 
a  là     akj     ai,  le 
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Tout  ceci  subsiste  quel  que  soit  l'ordre  du  déterminant. 

2,  pourrait  aussi  bien   être  une  sommation   avec  indices 

non  différents  entre  eux,  dans  un  même  système,  le  déter- 
minant correspondant  étant  nul. 

Procédons  de  même  pour  B.  Il  n'y  a  pas  de  constante; 
un  terme  en  A  sera 


ha.i  o  o  bi 
lia-ix  I  o  b-i 
ha^x     o      I     63 


=  h 


a\x     61 


Un  terme  en  h-  sera 


liccw  ha^'i  o  bx 

ha-ix  ha-i^  o  bi 

ha-^x  ba-ii  i  ^3 

hci  hc-i  o  o 


=  A2 


«11 

«12 

h. 

(H\ 

«22 

0 

Cl 

Ci 

Le  mineur  bordé  indique  les  éléments  auxquels  s'appli- 
quera la  sommation,  avec  la  même  remarque  que  l'on  doit 
diviser  par  1  2  pour  A-,  etc. 

3.  Mettons  zéro,  dans  un  déterminant,  sur  toute  la  dia- 
gonale principale;  nous  pouvons  le  faire  en  ajoutant  ce  qui 
a  été  enlevé,  c'est-à-dire  en  ajoutant,  de  toutes  les  ma- 
nières, le  produit  de  k  termes  de  la  diagonale  par  le  mineur 
correspondant,  vidé  aussi.  Par  exemple  : 


«11 

«12 

«13 

0 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

= 

«21 

0 

«23 

«31 

«.(2 

«3  3 

«31 

«32 

0 

+  «11 

0 

«32 

«23 
0 

-i-«22 

0           «13 
«31          0 

+-  «33 

0 
«21 

«12 
0 

-^anc 

^22«33- 

i.   Soit  bik  l^ imaginaire  conjuguée  de  aih]  soient  les 
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deux  cl é le rmi liants  conjugués 

Montrer  que  le  produit  AB  a  pour  maximum  le  pro- 
duit des  termes  de  sa  diagonale  principale. 

(J.  Hadamaud.) 

Supposons   le   détermina  ni  A    du    l  roi  si  cm  e   ordre.    Les 
termes  de  la  diagonale  principale,  dans  le  |)roduit  AB,  sont 

5,  =  a,  1^,1-+-  «12^12+  «13^13, 
^2  =  «21  ^21  -r-  «22^22-i-  <^'23^23, 
^3  =  «31  ^31  +  «32  ^32  -^  «33  ^23- 

iNous  voulons  prouver  la  relation 
(i)  AB£si52A-a 

par  la  méthode  de  Lagrange,  après  avoir  établi  les  relations 

(2)  5,  =  .Ç2=53=I, 

ce  qui  revient  à  diviser  les  éléments  de  la  première  ligne 
par  y/A<, 

Prouvons  donc  (|ue  le  maximum   de  AB  est  égal  à   un. 

Nous  devons  dillerencier  la  fonction 

(  3  )■  F  =  AB  —  Al  5i  —  À,  «2  -  -  A3  s-i, 

d¥  =  \  [BA//,  dai/c-r-  AB,/,  dhu,-—  \i{aiu  dbik-\-  bu,  dan,)]. 

ik 

Annulons  ceci,  d'où 
(  4  )  BA,7.-  =  A/  hik,         AB,/,  =  À,a/A-. 

D'après  les  relations  [-.i)  et  (4),  on  a 

A  ^  Ba.  l)i,,  =  X/  ^  «/A  ^//o 

c'est-à-dire 

(5)  AB  =  Xi  =  ^2=  X.-}=  A. 

Formons  le  produit  des  déterminants 

[|A,•,.11  =  A^         l|B//,i|  =  B=, 
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en  remarquant  que  (4)  ramène  ces  déterminants  aux  déter- 
minants A  et  B.  On  a 

(6)  AB=Xfi. 

Comparons  (5)  et  (6)  : 

X  =  >/•  =:  I  . 

Le  maximum  est  bien  obtenu. 

Celte  démonstration  du  théorème  de  M.  Hadamard  est 
due  à  M.  W.  Wirlinger  (^). 

11.  —  '^I'héouie  du   potentiel. 

1.  Potentiel  logarithmique  de  simple  couche.  —  Soit 
une  courbe  fermée,  plane,  sans  sln^'ularités,  et  dont  le 
rayon  de  courbure  est  dérivable. 

Soit  rps  la  distance  d'un  point  quelconque/^  à  un  point 
de  la  courbe  fixé  par  la  valeur  s  de  l'arc. 

Soit  1^(5)  une  lonction  continue  (densité)  attachée  à  la 
courbe  C. 


Le  potentiel  est  défini  par  l'intégrale  prise  tout  le  long 
de  C  : 


(I) 


cls. 


(Dans  l'espace  on  prend  -  au  lieu  du  logarithme.  ) 


C)  Voir  aussi  :  Ernst  Fischer,  Archiv  der  Math.  u.  Physik,  III. 
Heihe.  XIII,  qui  renvoie  au  beau  livre  de  H.  Minkowski  ;  Géométrie 
der  Zahlen,   1896. 


I08  CHAPITRE    IV. 

i"  Si  le  point  p  vient  sur  la  courbe,  en  s^^  le  potentiel 
existe  encore. 

2"  Le  potentiel  est  continu  quand  on  traverse  la 
courbe. 

Ces  théorèmes  classiques  s'établissent  facilement. 

Pour  le  premier,  on  partage  la  courbe  en  deux  parties  : 
BMA -f- BA.  (y?o-.  9);  5oA  et  ^qB  seront  infiniment  petits 
de  l'ordre  de  tj. 

Pour  le  second,  même  partage,  mais  il  faut  avoir  soin 
de  prendre  s^h.  et  ^qB  infiniment  petits,  mais  infiniment 
grands  par  rapport  à  5oP,  s^V \  par  exemple,  ^oA.  sera  de 
l'ordre  de  v),  5o  P  sera  de  l'ordre  de  Tj*+^,  A  >  o. 

2.  Potentiel  logarithmique  de  double  couche.  —  Soit 
un  contour  C,  régulier  {^fig^  10).  Au  point  M,  nous  avons 

Fig.  10. 


une  masse  —  i  ;  au  point  voisin  M',  sur  la  normale  exté- 
rieure, une  masse  +  i. 

L'ensemble  des  deux  masses  crée,   en   un  point  P,   un 
potentiel  égal  à 


(I)  u  =  j: 


PM'  FM 


et  MM' -7- 4^ -7—  est  sa  valeur  principale  lorsque  MM'  est 
^'^      rps  

infiniment  petit  (nous  représentons  PM  par  rps). 
D'après  un  calcul  immédiat 
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l'angle  étant  celui  de  la  direction  PJVl  avec  la  direction  /i, 
normale  extérieure. 

Si,  en  M,  nous  avions  une  couche  de  densité  [^(5),  le 
potentiel  U',  en  P,  provenant  de  Parc  de  courbe  MM,  =  ds^ 
serait  donc 

C0S(/Î,  /') 


MMX^) 


ds^ 


et  pour  toute  la  courbe  il  suffirait  d'intégrer. 


Supposons  IX  infini  de  telle  sorte  que  MM',  jjl  =  v(5), 
fini;  enfin  changeons  de  signe,  U  étant  <i  o  lorsque  le 
rayon  PM  renconlie  d'abord  la  couche  négative,  puis  la 
couche  positive. 

Par  définition,  le  potentiel  de  double  couche  est  {fig.  1 1  ) 


(3) 


W 


:     1    V{s)— '-ds. 


'C  '  i>-^ 

Traçons  l'arc  de  cercle  M.ni  de  centre  P  et  de  ravon  PM 
Fig.  II. 


le   triangle    M/^zM,    peut   être   regardé    comme   rectangle, 

d'où 

coscp 

ii)  étant  l'angle  au  centre  en  P;  d'où  (') 

(4)  W,;=       /      V(5)6/a>/;.ç, 

chops  étant  positif  quand  le  rayon  PM  rencontre  d'abord 
la  couche  négative,  négatif  dans  le  cas  contraire. 

(*)  Henri  Poincaré,  Potentiel  newtonien. 
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3.  Théorèmes  généraux.  —  i°  Lorsque  la  densité  est 
constante  et  égale  à  i  :  en  tout  point  i,  intérieur  au 
contour,  le  potentiel  double  est  égal  à  utt;  en  tout  point  s  ^^^ 
sur  le  contour,  le  potentiel  double  est  égal  cit.]  il  est  nul 
en  tout  point  e  extérieur. 

Cela  résulte  de  (4). 

2*'  Soient  Wy,  W/,  W^  les  potentiels  doubles  en  un 
point  5o,  sur  C,  oti  la  densité  est  v^,  en  un  point  inté- 
rieur, infiniment  voisin,  et  en  un  point  extérieur,  inHnl- 
nient  voisin  ;  on  a 

(5)  W,— ^.Trvo^Wo-TTVo-W,. 

Autour  de  ^o,  comme  précédemment,  prenons  l'arc  AB 
de  l'ordre  de  y^,  les  distances  5o /,  s^^e  étant  de  l'ordre 
de  r/^'^  (A  >  o).  Puis  écrivons  (4)  sous  cette  forme 


W/,  =  v.,    /  <iw/,,.4-    /   (v— Vo)«?Wp5, 
la  deuxième  Intéi^rale  étant  mise  sous  la  forme 


AMH 


Quand  /;  occupe  les  positions  /,  5„,  e,  la  première  inté- 
grale a  les  valeuis 

2-7:Vo,       TTVo,       O. 

En  ces  trois  points,  les  valeurs  do  ,)  sont  infiniment  voi- 
sines, quand  les  points  sont  infiniment  voisins. 

Enfin,  dans  j  figure  la  fonction  (v — Vq)  qui,  v  étant 
continu,  est  infiniment  petite  avec  l'arc  AB. 

D'où  la  formule  (5). 

On  peut  écrire  ce  résultat  ainsi  : 


(«)  ,  \v„=^^^-^' 


J^        '  du  ^  /•„„ 
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On  le  traduira  ainsi  :  le  potentiel  double  est  discontinu 
sur  le  contour,  tandis  que  le  potentiel  simple  est 
continu. 

4.  Dérivée  normale  du  potentiel  de  sim,ple  couche 
{fig.  12).  —  Soient  un  contour  G  et  une  direction  \.  Si  P 
vient  en  P',  effectuant  un  déplacement  <iX,  nous  avons  une 
variation  de  potentiel 


Jr  \         'p's  'psj 


'C        \       'PS  '  ps. 

Au  contraire,  laissons  P  fixe  et  donnons  à  la  courbe  C  la 

Fig.  12. 


translation  —  dCk\  nous  avons  la  même  variation,  puisque 
PSF=FM,  d'où 


^>  ^ =-X4'''^''^^è^i ^'''^'''^^^^^] ^'' 


Supposons  jjl(5)  dérivahle  et  intégrons  par  parties.  La 
partie  intégrée  est  nulle  et  il  reste 


en  posant 


D'A. 


r  ps  t/c     "^       rpg 

V  =  fjLCOs(n,  X), 

P  =  ^[[^cos(5,  X)]. 


ds. 
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La  première  intégrale  est  un  potentiel  simple,  la  seconde  ^^1 
un  potentiel  double. 

Supposons  que  \  soit  la  direction  de  la  normale  inté- 

Fig.  i3. 


1 


;So 


rieure  {fig-  i3)  au  point  5o  sur  C.  En  ce  point 
la  formule  (6)  donne 

Je  potentiel  double  étant  atî'ecté  du  signe  —  et  le  potentiel 
simple  étant  continu. 

Les  formules  (6)  et  (7)  donnent  encore 


C 

T 

ds. 


Il  est  bien  entendu  que  ris  est  la  normale  intérieure  au 
point  mobile  s  de  la  courbe,  n^^  étant  la  normale  intérieure 
en  5o,  qui  est  fixe. 

On  a 

<i     j     I     _  coso 

D'où,  pour  la  demi-somme,  la  valeur  : 

^221^ds  [w  =  7r  — t];  (yî^.   I4)]. 
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Nous  observons,  d'ailleurs,  que  : 

COSOJ   _      d       ^      I 

r\s    ~  dris^  '^  rss,  ' 
Pour  éviter   toute   confusion  (Jig.  14)5   nous  désignons 

Fig.    r4. 


par  un  accent  la  normale  intérieure  : 

I     -^c       ''-^'o*  ^  dn,J ^       \dnsJi 

J'ai  suivi  le  mode  d'exposition  de  M.  Darboux  [Cours 
de  la  Sorbonne,  1907);  M.  Plemelj  a  établi  la  deuxième 
formule  (8)  en  1904  [Monatshefte  fur  Mathem.  und 
Physik)  et  M.  Picard  en  a  donné  une  élégante  démonstra- 
tion (Ann.  de  i^ Ecole  Norm.  sup.,  1906). 

o.  Dérivée  normale  du  potentiel  de  double  couche.  — 
Soient  la  normale  en  ^o,  sur  cette  normale  deux  points  /et  e. 
Quand  ces  deux  points  deviennent  infiniment  voisins,  la 
difTérence  des  dérivées  du  potentiel  doub^^  suivant  la  nor- 
male n^^  devient  infiniment  petite.  Les  potentiels  simple 
et  double  ont  leurs  propriétés  inverses  l'une  de  l'autre. 
Montrons-le. 

Prenons  pour  origine  le  point  5y  et  la  tangente  pour  axe 
des  X  {fig-  i5). 
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Décomposons  toujours  la  courbe  fermée  en  deux  parties, 
OA  et  OB  étant  de  l'ordre  de  yj,  qui  tendra  vers  zéro,  et 
soient  deux  points  sur  la  normale,  de  cotes  ±  A,  h  étant 
de  l'ordre  de  t/+*  (A  >>  o) 

Fig.  i5. 


\                   y 

^^-^---.-.^^^ 

____-— — 

0 

X 

.h 

Soit  W  le  potentiel  double 

W  =  W'-hW", 
w  étant  relatif  à  l'arc  AOB  et  W"  à  l'arc  BMA. 

Bien  entendu,  comme  précédemment,  -yT^^\h  —  ^"-h) 
tend  vers  zéro  avec  r,. 

Il  reste  à  étudier  la  différence  relative  à  l'arc  AB,  qui 
deviendra  infiniment  petit  : 

W'+/j=   /     v(a7)<iarc  tang-^ 


v-h 


(nous  pouvons  toujours  supposer  l'arc  confondu  avec  la 
tangente,  AB  devant  tendre  vers  zéro).  Écrivons,  avec 
M.  Darboux  [Cours  de  1907), 

dh 


en  posant 


/' 


a?» -h  (^  H- /i  )«       x'^-^{y—  h)"^^ 


V  étant  continu,  si  le  module  de/  reste  fini,  le  théorème 
est  établi. 
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Pour 

x  =  o,       y=o,       /o=  — =  o. 

x^ 
Nous    pouvons    remplacer    y    par    K  — ,    y'    par    K^, 

|)uisque  AB  va  tendre  vers  zéro.  Annulons  la  dérivée  de  / 
|3ar  rapport  à  x,  ce  qui  donne 

—  ^x(x  -I-JKJK')]  —  i'îh^y--h  %h^xyy'  =  o. 

Aux  environs  de  l'origine,  la  dérivée  s'annule  pour 
,r  =  d=  y/3,  -l'ensemble  des  termes  d'ordre  moindre  étant 

/i2(_^2_^3^2). 

Ecrivons  f  sous  la  forme  j—^ ,  ^^;^w ,  ,^    ^',  on  voit 

que  ces  points  dz  Ay/3  sont  des  maxima  et  minima,  finis, 
car  y  contient  h*  au  numérateur  et  au  dénominateur. 

Donc,  h  tendant  vers  zéro,  les  deux  dérivées  normales 
ont  même  limite. 

[Nous  avons  supposé  la  densité  dérivable  ci  y  (x)  trois 
fois  dérivable.  ] 


EQUATION  DE  LAPLAGE. 

PROBLÈMES    DE    DIRÏCHLET.     FONCTIONS    DE    GREEN. 

1.   Les  Jonctions  de   Green.   —   Nous   cherchons   une 
solution  de 

<^)  ^^=^  +  ^^-" 

en  fonction  de  certaines  données  portées  par  un  contour 
fermé  G,  régulier,  dans  le  plan  œOy.  Appliquons  la  for- 
mule de  Green,  avec  une  fonction  V,  harmonique,  infinie 
au  point  (a,  6), 

'•       ^  sl^x-aY-^^y  —  b)-^ 
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Un  raisonnement  classique  donne  de  suite  (') 


(2) 


.uK.)=r(.--v-).. 


Il  semble  que  le  problème  de  Cauchy  soit  résolu,  avec 
les  données  portées,  non  par  un  segment  ouvert  de  courbe, 
mais  par  une  courbe  fermée. 

11  n'en  est  rien. 

Une  solution  de  (i)  vérifiera  l'équation  (2),  mais  n'est 
pas  donnée  par  (2). 

Il  suffît,  en  efiet,  de  remarquer  que  la  valeur  de  U, 
fournie  par  (2),  ne  converge  pas  à  la  frontière,  c'est- 
à-dire  ne  tend  pas  vers  la  valeur  donnée  au  point  M  de  G 
quand  le  point  (a,  b)  tend  vers  M. 

Parce  que  la  courbe  G  est  fermée,  la  démonstration  du 
théorème  classique  de  Gauchj-Kow^alesky  ne  vaut  plus  et 
l'on  sait  aujourd'hui  que  deux  problèmes  sont  résolubles  : 

le    PREMIER    PROBLÈME    DE    DiRICHLET,    OÙ    l'ou   donnC   U    SCul 

sur  G;  le  second  problème,  ou  problème  de  NeumAjvjv,  où 

VA  d{}  . 

J  on  donne -7—  seul. 
an 

Regardons  la  formule  (2)  et  so\i\di  fonction  de  Green: 
G  =  V-hH. 

V  est  le  logarithme  précédent,  H  est  régulière  et  harmo- 
nique dans  toute  l'aire,  G  s'annule  sur  le  bord  de  Taire; 
alors 


(3) 


..u(«,.)=/;uf^. 


En  général,  d'ailleurs,  ibrmer  G  est  exactement  aussi 
difficile  que  former  U;  mais,  dans  des  cas  simples,  G  est 
facile  à  écrire. 


(')  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II.  —   C.  Jordan,  Cours  d'Ana- 
lyse, t.  II. 
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2.  Premier  cas.  —  C  est  un  cercle. 
Menons  k^  («, ,  b^  ),  image  de  A(a,  b)  : 

OA.OA,  =  U.         ou  ^  =  JL. 

Donc 

p       .MAi  OA 

En  effet,  G  est  harmonique,  nul  sur  le  cercle,  ayant  un 
nfîni  logarithmique  quand  M  vient  en  A. 

Fiiï.  16. 


Second  cas.  —  C  est  un  demi-cercle  avec  son  diamètre. 

Menons  encore  l'image  Ai  de  A,  puis  A2  et  A3  images 
de  A  et  Al  par  rapport  au  diamètre. 

La  considération  de  N,  image  de  M,  par  rapport  au  dia- 
mètre, donne  de  même 


g  =  j: 


MAi  MA; 
MA    MA. 


dV 


3.  Second  problème.  —  On  donne  -j--  Dans  le  plan, 

grâce  à  la  fonction  conjuguée  (théorie  des  fonctions),  on 
ramène  de  suite  au  problème  de  Dirichlet,  comme  l'a  re- 
marqué M.  DiNi. 

Dans  V espace,  c'est  un  nouveau  problème,  avec  une  fonc- 
tion Gkiîen-Klein  (^). 

4.  Problème  de  Dirichlet  dans  le  cas  du  cercle.  Théo- 
rèmes généraux.  —  Pour  le  cas  du  plan,  nous  pouvons 

C)  J.  Hadamard,  Leçons  sur  les  Ondes,   Hermann. 
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associera  une  fonclion  liarmoniqiie  P(j7,j^)la  conjuguée 
Q(^)JK)7  dont  la  diirérentielle  est  connue  quand  P  est 
donné. 

Soit  a  une  direction  faisant  avec  la  direction  A  un  angle 

égal  à  +  90% 

dP  _  dQ 
a  X        dix 

InLégrale  de  Poisson.  —  Prenons  un  cercle.  ^  est  l'angle 
au  centre,  la  donnée  est  U(^),  ds^^^d'^.  Soit  ^  =  :r  -h  iy 
un  point  M  sur  le  cercle;  soient  a.^  a  -\-  ib  et  a,  ==«,  +  ib^ 
les  points  A  et  Ai.  SoitV  l'angle  A, MA;  on  a 


d'où 


d'où 


^^V^-«--.^ 


dG  __d^ 
drii  ds 

tan-V=  i.y  —  bx){x  —  a)  —  {y-b){x  —  cH) 
°  {X  —  a){x  —  a^)-^{y  —  b){y  —  ho 


27:U(a,  6)  =   f      \J{'Y) 


rf6, 


0  MA 
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7:U(o,o)  =   /        U(4')^4'     (intégrale  de  Poisson 


o.  Unicité  de  la  solution.  —  La  dernière  formule 
montre  que  les  maxima  et  mininia  d'une  fonction  harmo- 
nique (dont  les  dérivées  secondes  sont  continues  (sont 
situés  sur  le  bord  du  contour  C.  C'est  un  théorème 
capital  dont  nous  donnerons  une  démonstration  élémen- 
taire. 

Si  donc  une  fonction  de  cette  sorte  est  nulle  sur  C,  elle 
est  identiquement  nulle  dans  l'aire  G;  d'où  l'unicité  de  la 
solution. 

Une  remarque  s'impose.  Donner  U  sur  G,  c'est  donner, 
par  exemple, 
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S  élant  l'arc  de  courbe,  ou 

si  ïx  et  ly  de  G  son!  donnés  en  t. 

Cette  donnée  ne  doit  offrir  aucune  sorte  d^indétermi- 
nation,  même  en  un  seul  point,  sinon  le  théorème  ne  vaut 
plus. 

Stieltjes  (<)  donne  un  exemple  d'une  admirable  simpli- 
cité. Soit 

Sur  le  cercle  de  rayon  i,  on  trouve 


■y 


est  nul  sur  ce  cercle. 


^    (1  +  ^)2  +  ^2 

C'est  une  fonction  harmonique  qui  devrait  être  identi- 
quement nulle  dans  Taire.  Or  cela  n'a  pas  lieu,  parce  que. 
au  point  ^  = — i,y=o,  P  prend  des  valeurs  dépendant 
du  chemin  suivi  pour  arriver  à  ce  point. 

Ainsi  le  théorème  d'unicité  exige  que  la  donnée  soit  bien 
déterminée  au  voisinage  intérieur  du  contour  (-). 


6.  Comparaison  des  fonctions  harmoniques  et  des 
fonctions  synectiques.  —  Toutes  nos  formules  sont  iden- 
tiques, au  fond,  à  celle  de  Gauchy  : 

.    „.    ,     rf{z)dz 

Donc,  de  même  que  f(z)  est  développable  en  série  de 
Taylor,  P(x^y)  etQ(;r,jK)  sont  développables. 

Si  f{z)  est  partout  régulière  et  que  son  module  ne  croisse 
pas  avec  |^|,  c'est  une  constante  (Liouville).  Même  théo- 
rème pour  P(x^y). 

(')  Correspondance  d'Herniite  et  Stieltjes^  2  vol.;  Gauthier-Villars. 
(-)  Thèse  de  M.  Painlevé  {Ann.  Fac.  Toulouse,  1887). 
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Ui)e  série  de  fonctions  harmoniques  P„(:r,j^),  uniformé- 
ment convergente  dans  une  aire,  a  pour  somme  une  fonc- 
tion harmonique  (Harnack).  Même  théorème  pour  une 
série  de  fonctions  svnectiquesy„(2)  (Weierstrass). 

7.  Symétrie  de  la  fonction  de  Green.  —  Soit 
G(6r,  b^x^y)  la  fonction  de  Green  nulle  sur  le  contour  G 
et  infinie  en  (a,  b)  intérieur  à  G.  Prenons  un  second  point 
intérieur  à  G,  (a, ,  bi). 

Appliquons  la  formule  de  Green  aux  deux  fonctions 
G(<2,  b,  ^5 y),  G(ai,  6,,  x^y)  et  au  contour  formé  par  G 
avec  un  petit  cercle  y  de  centre  (a,  b)  et  un  petit  cercle  y,  de 
centre  (<2|,  6,)  :  nous  avons  de  suiie 

G(a,  6,  «1,  bi)  =  G(ai,  bi,  «,  b). 

8.  Remarque  sur  l'unicité  des  solutions.  —  On  doit  se 
méfier  des  généralisations  superficielles.  Soient  les  équa- 
tions 

(i)  8m  — /c2m  =  o        {k^^o), 

(2)  ou-hk'^u  =  o        (A-2>o). 

On  donne  u  sur  un  contour  fermé  G. 

Dans  ces  conditions,  la  solution  de  (i)  est  déterminée. 
Posons,  avec  M.  Paraf  (Ann.  de  la  Fac.  de   Toulouse, 

t.VJ), 

a-  —  œ-  étant  positif  dans  la  région  (G),  (i)  devient 
(«2 — ^2)  5p  _  ^cc ^v  —  k^(a^—x-)  i^  —  o. 

Si,  dans  (G),  (^  avait  un  maximum  positif  ou  un  mini- 
mum négatif,  ceci  donnerait 

—  A2  =  o         ou         -h  A2  =  o. 

Il  y  a  contradiction.  D'oià  Vunicité. 

Pour  (2)  il  n'en   est  pas  ainsi.   En  effet,   (2)  admet  la 
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solution 

/f2r2  X:*r*  Ae/'C 


h(fcr)  =  i 


(2)2  (2.4)'  (2.4.6)2 


or  la  fonction  de  Bessel  a  des  racines  réelles.  Donc  (2) 
admet  des  solutions  nulles  sur  une  circonférence  et  non 
identiquement  nulles. 


L'ÉQUATION  IINTÉGRALE  DE  M..  FREDHOLM. 

1.  L'équation  de  M.  Fredholm,  si  importante,  en  elle- 
même,  doit  être  étudiée  ici,  à  cause  de  son  rôle  dans  les 
Pioblèmes  de  Dirichlet  et  dans  maint  problème  de  Phy- 
sique. 

L'équation  intégrale  linéaire  est  la  suivante  : 

(i)  cp(^)-t-X   Ç  f{x,  s)o{s)ds=.^{x). 

^(û:)  est  donnée  ainsi  que  f{x,  s),  et  nous  chercherons 
V expression  de  o{x)  en  regardant  la  quadrature,  dans 
(i),  comme  limite  de  somme. 
On  peut  écrire 

P(.,.),(.)...=   lijn/f/(.,^)o(gi. 

L'équation  (i)  étant  ainsi  transformée,  en  regardant  n 
comme  fini,  d'abord,  écrivons  que  cette  équation  trans- 
formée est  vérifiée  pour  les  valeurs 


I 

2 

n 

X  ■=■  X, 

X  =   —, 

— , 

•  •  •  > 

— 

n 

n 

n 

D'oii  {n  +  i)  équations  aux  [n  -{-  i)  inconnues 
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Nous  posons 

'0 


f  ^, 


(') 


Le  système  s'écrit  alors 


ou  bien  encore 


IH-  //«i, 


(i  =  I,   2, 


/^), 


ha,^ 


/'«//i  

/t«.ri  


D'où 


'l'(^)  —  ^C-^)  = 


ha  m 

6i 

/ia.2„ 

b. 

4-  /m„„ 

hn 

haxn 

4^(07) -cp(a7) 

-A„ 

2.   Étudions  ces  déterminants  Kn  el  B„,  que  nous  avons 
déjà  développés  : 

lia^  I         ...  .... 


B„  = 


lia„\         ...      IH- /ia,i„ 


A2 


h^au+-^^ 


au     atj 


|3  ^ 


au  ajj  auc 
aji  ajj  ajk 
aiii     ai;j     auk 


Et,  comme  A  =  —  >  nous  avons 
n 


2    ^ 
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Lorsque  n   devient  infini,  chaque  somme  a  une  limite^ 
qui  est  une  intégrale,  la  premièie 

la  seconde 


) 


dxi  dx±. 


Etc. 

D'où  une  série  en  \.  Si  elle  converge,  nous  écrirons 

lim  B„=  D/(X). 

Étudions  le  numérateur.  K,i  est  une  somme  de  termes  de 
la  (orme 


hi> 


On  peut  passera  la  limite,  pour  /i  =  go,  pour  chaque 
somme  :  nous  obtenons  des  intégrales  multiples.  Nous 
représenterons  /(.r^,  Xq)  par 


«a. a,      . 

.  •      <^aia,, 

^a. 

^^a,a,      . 

••      ^S,a, 

S> 

«..a,       . 

.  .       «..a,, 

0 

{x,,x,,) 


et 


par 


/dxy    I     dxo. .  .   /     dxj 

S 


1,2,3,   ...p 


Le  terme  de  rang/?,  dans  lim  A,/  (nous  admettons,  pour 
l'instant,  la  convergence  de  la  série  en  X),  sera 


'•2-^ /' 


(XiXt)  ...  (XiXp)  4^(xi) 

{x,Xi)  ...  (372^7^)  ij^CiTo) 

{x,,xi)  ...  (.r,,a7/,)  tl(;r,,) 

(j-a'-i  )  ...  (xx,,)  o 
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3.   Une  REMARQUE  CAPITALE  cst  la  suivanle  : 

Développons  le  déterminant  par  rapport  à  la  dernière 
colonne  et  intégrons  ;  nous  obtenons  p  ternies  iden- 
tiques. 

Écrivons  le  premier  : 


T,  =  i(-i)/W     ^(x,) 

dxi 

*^o 

(^2^l) 

{XiX^)        . 

.        {OC^Xp) 

-  S 

2,3,...,/^ 

(^3^1  ) 

{XpX^) 

{x,x,)      . 

{XpX^)       . 

.       {XpXp) 

{xx.^) 

{xxi)       .. 

.       {ocxp) 

Écrivons  le  second  : 

T2  =  -i(-i)/>  f    ^{x^)dx., 

{x^xi)     (x^x-i) 

X      g 

l,3,i,  ...,;>      {XpXx)       ioCpXc,)       .. 

{xxi)       {xx^) 


i^i-rp) 


Dans  le  terme  Ti ,  faisons  .^2  =  ?< ,  puis  ^,  =  ^o  ;  alors  T, 
devient 


(-0 


pf   ^a.)d^2     §     A 


1,3,...,/, 


et  A  est  le  déterminant  de  T2,  au  signe  près  :  deux  colonnes 
sont  échangées  et  ^,  est  remplacé  par  $,,  x^  par  Ço- 

Deux  signes  —  se  détruisent,  le  nom  de  la  variable  d'in- 


tégration ne  signifie  rien 


/     f{x)dx=  /     f{y)dy. 


DoncT,  =  T2. 
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Faisons  remonter  la  dernière  ligne  au  premier  rang  : 


Up=—P 


•    «Va 


P'-^o 


2,  3, 4,  ...,/> 


(ces)  {xx^) 

{X^S)  {X'iX^) 

{x^s)  {x^x-i) 

{XpS)  {XpXi) 


(xxp) 

(x^Xp) 


(  Xp  Xp  ) 


On  peut  enfin  remplacer 

(XiXs..  .Xp) 


►ar 


{XiX^...Xp-i). 


D'où  le  terme  général 


X  /     ^{s)ds 


iP- 


(P~^)'- 


1,2, ...,(/;-!) 


(XS)  (XXi) 
(XiS)  (^l^l) 
(XçiS)  


(xxp-i) 


(Xp-iS)       (Xp-iXi)       ...       (Xp-iXp-i) 

4.   jNous  écrirons  donc,  s'il  y  a  convergence, 
limA,i  =  — X    /     DfCk,  x^  s)^{s)  ds, 


et  nous  aurons 


Cp(a7)=  ^{X) 


D^(X) 


Telle  est  la  voie  par  laquelle  M.  Hilbert  (*),  dans  ses. 


(')  M.  D.  Hilbert  a  obtenu  de  très  beaux  résultats  dans  cette  théorie. 
Voir  ses  travaux,  cités  plus  loin,  et  ceux  de  MM,  Otto  Toeplitz  et 
Ernst  Hellingkr,  sur  les  formes  quadratiques  à  une  infinité  de  variables. 

Ceci   se   rattache    aux  équations  linéaii-es  à  une  infinité  d'inconnues 
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remarquables   Travaux,    arrive    à    la    célèbre    formule    de 
M.  Fredholm. 

o.  Convergence  des  séries.  —  Il  faut  voir  que  D(X)  et 
D(X,  x^  s)  convergent.  Or,  ce  sont  des  fonctions  entières 
de  \^  comme  on  le  voit  aisément  par  le  théorème  de  M.  Ha- 
damard  sur  les  déterminants,  et  en  emplo^'ant  la  formule 
<le  Stirling.  La  solution  est  donc  méromorphe  en  \. 


THI.ORKMKS    FO.XDAMENTAUX  DK  M.   FREDHOLM. 

Donnons  quelques  indications  sur  les  principaux  résultats 
du  célèbre  Mémoire  de  M.  Fredholm.  Le  lecteur  reconsti- 
tuera les  analyses  que  nous  esquissons. 

1.   Nous  posons,  d'après  ce  qui  précède, 


/ 


7l,  J2, 


,  .  .  .  ,  '^  Il 


J'n 


/(^2,ri)    


f(^uyn) 


fi^'nyi)    JX^n,yn) 

^,   Xi,  x^ 


^  '-^  1     '—1,2, ;{,...,« 


•    •  5    ^11 


Développant  le  terme  général  de  Dj,  nous  avons  n  termes 
identiques,  et  un  autre  : 


\n        U  \X^,Xi,   ...,Xn 

' —  1,2, ...,« 

' —  1.2 [il  —  W 


r,  a^i,  X'i^  •  •  •  j  ^ n—\ 

Xi,  X^i   .  •  •  ,  ^n—l 


(Travaux  de  MM.  IIill,  Poincare,  H.  von  Kocii.  —  E.  Sgumidt,  Cire,  di 
Palermo,  1908)  ot  aux  fonctions  implicites  en  nombre  infini  :  Note  de 
l'auteur,  {Soc.  math,  de  France,  1908).  —  Nous  supposons /yZnf; 
M.  fredholm  et  M.  Hilbert  traitent  aussi  le  cas  ou  le  noyau  f{x,  s) 
est  infini,  dans  cerlaines  conditions. 
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D'où  la  formule 


(FO         D,(_^^^  =  Dx/(^,ri)-Xjr/(^,T)D,QrfT. 

En  développant  le  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  première  colonne,  au  lieu  de  la  première  ligne,  nous 
avons  la  formule  équivalente 

La  comparaison  donne 

2.  Ceci  permet  de  vérifier  la  solution  obtenue,  par  une 
sorte  di  itération.  On  écrit 

et,  sous  le  signe, 

m:) 

(-2)  cp(.0  =  ^(5)-A    /  p     '    ^{t)dt. 

^  0 

En  vertu  de  (F),  (»)  se  réduit  à  l'identité 

D    f  f(x,s)^{s)ds  =  D  Ç  f{x,t)^{t)dt. 

Nous  avons  supposé  D  ^  o. 

3.  Soit  Ao  "ne  racine  de  la  fonction  entière  D.  M.  Fred- 
liolm  a  obtenu  la  forme  de  la  dérivée  —^ —  en  introduisant  de 
nouvelles  séries  : 
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On  a,  de  suite, 


1,2,...,  n 


Développant  le  déterminant  du  terme  général,  dans  D„, 
suivant  la  première  ligne,  et  intégrant,  avec  les  mêmes 
remarques,  M.  Fredholm  obtient 

(ci>,)(  V'^2,  ...,^.y 

+  (-.r-'/(l„v,„)D„_.(^"^"  ■■■''"   ). 

Intégrant  encore,  en  développant  le  déterminant  suivant 
les  termes  de  la  première  colonne,  on  a,  de  même, 

\  \iQi, '^12,  .  •., -^«y  ^0  \T,  7)2,  .  ..,  iri,t/ 


4-1  t  \W  /   Çl?  S3>    •  •  •■)  ?/« 


ou  bien,  avec  une  notation  nouvelle, 

(*3)        {  .,,  .p.      /    ^,$2,    ....^. 
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Si  D(Xo)  ==0,  Ao  esL  une  racine  Ai-uple,  si  pour  A=Â„ 
les  fonctions  D^  s'annulent, />  étant  i,  2,  3,  ...,  (/i  —  i). 

D'après  l'expression  de  la  dérivée  de  D(X),  on  voit  même 
que  )^o  est  racine,  an  moins  d^ ordre  /i,  dans  ce  cas. 

Dans  ces  conditions,  M.  Fredliolm  prouve  : 

1"  Que  l'équation  intégrale  homogène 

(3)  ■  '^Soc)^\,    Ç  f{x,y)^{y)dy  =  ^ 

a  n  solutions  linéairement  indépendantes; 
2"  Que  l'équation  donnée 

(4)  o{x)  +  X„  Ç  f{x,  y)  o{y)dy  =  'b(x) 

est  résoluble,  si  n  conditions  sont  remplies. 

4.  Xq  est  donc  tel  que,  pour  cette  valeur, 
Do^o^Dî^...^Do_,. 

La  formule  {^^)  montre  que 
/  «2^  1  c  •■> , 


est  une  solution  de  l'équation  homogène.  Les  développe- 
ments analogues  à  ceux  donnant  (^<)  donnent  aussi  bien 
la  solution 

(le  signe  est  alterné,  pour  la  symétrie).  Nous  pouvons  aussi 
bien  diviser  par 


^'•••''"^^AO, 

2,  •  •  -,'nnj 


et  nous  avons  /i  solutions  que  nous   représentons  par  L,, 

D'A.  9 
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Lo ,  ....  Lt,i  : 


) 


L„(:r)=-^(-,) 


o.  Montrons  que  toute  solution  de  (3)  est  une  combi- 
naison linéaire,  à  coefficients  constants ^  des  solutions  L. 
—  (Nous  suivons  exactement  l'exposition  de  M.  E.  Picard, 
Cours  de  la  Sorbonne,  1906.) 

Etablissons  un  lemnie  : 

Soit  (3,)  l'équation  (3)  où.  f{oc^y)  est  remplacé  y 
g  étant  quelconque  y  par 


(5)     ¥{x,  y)  =  f{x,  y)  -+-  g{x,  y)  +  X, 


>y    S'(^,^)f{-^,y)dz. 


Toute  solution  de  (3)  satisfait  à  (3i).   —  C'est  une 
vérification  immédiate;  on  est  ramené  à  l'identité 

/    l/r{^,'-^)f(',y)dzdy=l    j  g{x,y)f{y,x)dydz. 
Donc,  au  lieu  de  (3)  nous  écrivons 

(6)  o{x)=  —  \,  f  Y{x,y)'^{y)dy. 

Or,  pour  pouvoir  employer  la  formule  (<I>3),  prenons 

Nous  avons,  d'après  (<l>a),   le  second  membre  de  (5), 
d'où 

n 

(7)  Y{x,y)=^f{l,y)hi{x). 
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Portons  la  valeur  (7)  dans  ((')), 


<8) 


?(^)=2AiL/; 


A/  est  indépendant  de  x.  JNous  renvoyons  à  M.  Fredliolm 
pour  la  preuve  de  l'indépendance  des  solutions  L 
Etudions  maintenant  l'équation  (4). 

6.  Conditions  relatives  à  un  pôle  \q  de  la  solution 
primitive.  —  (4)  peut  avoir  une  solution,  si  n  conditions 
sont  remplies.  (3)  étant  résolu,  nous  avons  donc  une  infi- 
nité de  solutions,  pour  (4),  s'il  j  en  a  une. 

Ecrivons  les  équations 

(III)  g{T)-^\o  f  f{oo,y)g(y)df  =  o, 

(III,)  h{x)--r\,  f  Ay,x)h{y)dy  =0. 

Les  D^  sont  les  mêmes;  donc  on  a  les  mêmes  pôles  Xq 
et  le  même  nombre  de  solutions;  soient  L  celles  de  (111) 
et  M  celles  de  (111,). 

L'équation  (4)  donne 

(     f  ^{œ)Ui{x)dx-^''i%  f  ff{x,y)<^{y)Mi{x)dxdy 

(9)    r^'     ..  '^^ 

I       =   /     Mi(x)^{x)dx. 

Le  premier  membre  est  nul^  d'après  (HL). 
Donc  on  doit  avoir 

(10)  o  —  ai~j     Mi{x)'l{x)  dx. 

Ce  sont  les  conditions. 

7.  Si  elles  sont  remplies  on  a  la  solution 

(11)  ^{x)  =  '\>{x)-\-\o  f  gix,x)'i^(-z)dx, 


l32  CHAPITRE    IV. 

L,'  ayant  été  défini  précédemment  : 


Faisons  la  vérification,  en  portant  dans  (4)  la  valeur  (i  i). 
Il  vient  à  vérifier 


(12) 


0=  f  ^{y)Tdy, 
T  =  g{x,  y)  +  f{x,  y)-^  \^  f  ^/(x,-.)  gix,  y)  di 


Reportons-nous  à  (111),  où  nous  remplaçons /(a?,  y)  par 
y,  (^,  y)  [qui  sera  identique  à  y(y,  ^)]. 

Nous  avons  donc  les  solutions  L^- (^)  [cpii  deviendront 
Identiques  aux  M/(.r)]. 

Or  (^)  donne,  g^  étant  quelconque, 


n 

=2/i(l/,j)W(^). 


(i3) 


Si  maintenant  nous  faisons 
(i3)  deviendra 

=  /(r»-^)-+-.^(jK,^)-i-Xo   /     g{x,x)f{y,'z)dz. 
On  peut  échanger  ^  et  r,  d'où 
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Alors,  cii  étant  nul,  il  est  immédiat  que  (12)  est  vérifié. 
Tel  est  le  résumé  des  principaux  résultats  de  M.  Fred- 
holm. 

Disons  un  mot  des  applications. 

APPLICATIONS. 

PnOBLÈMES    DE    DIRICHLET. 

On  se   lerid  compte  que  ces  équations  se  ramènent  aux 
équations  intégrales. 

Il  suffit  de  regarder  les  formules  des  potentiels. 

1.   Problème  de  Diriclilet,  intérieur.  —  On  a 

Wi  est  connu,    l'inconnue   est  v(5),   v  est  donné  par  une 
équation  de  Fredholm,  d'où  la  solution,   par  un  potentiel 
de  double  couclie,  à  l'intérieur  du  contour  fermé  G. 
Nous  avons  l'équation  de  la  forme  (4),  avec  X=  i  : 


•^0 


V(5)  +  A     /        v((T) Ld7—- 

'  '  T^      r  7: 


L  est  la  longueur  du  contour,  s  un  point  /ia:e,  cr  un  point 
mobile,  du  contour.  11  faut  qu'on  ait  D(i)^  o. 
Mais,  si  l'on  avait  D(i)  =  o,  l'équation 


,  .       r     .     I  cos 


de  =  o 


aurait  une  solution  non  nulle. 

On  peut  prouver  l'impossibilité  de  ceci,  donc  l'impossi- 
bilité que  le  point  un  soit  un  pôle  Aq. 

(cp  est  l'angle  de  la  normale  extérieure  au  point  o-  avec  le 
rayon  /*  qui  va  du  point  s  au  point  o-.) 

Il  suffit  que  le  contour  portant  la  donnée  ait  un  rayon 
de  courbure  lipschitzien  pour  que  le  problème  soit  aussi 
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immédiatement  résoluble  (T.  Lalesco,  Bull,  des  Sciences 
math,,  1907). 

Par  des  représentations  conformes,  M.  Darboux,  dans 
son  Cours  (igo'j),  a  résolu  le  problème  pour  des  contours 
présentant  certaines  pointes. 

C'est  un  résultat  très  important. 

2.  Problème   de  Neiimann,  extérieur,   —   \'T~)    ^^^ 

connu;  l'inconnue  \y.{s)  est  donnée  par  une  équation  de 
Fredholm,  d'après  la  relation 

/d\\  r     cos<l  ^ 

La  solution  est  un  potentiel  de  simple  couche.  Même 
impossibilité,  d'après  les  théorèmes  classiques,  que  l'équa- 
tion sans  second  membre  soit  résoluble.  Donc  ce  problème 
extérieur  (X  =  1)  est  résoluble. 

[tj;  est  l'angle  de  la  normale  extérieure  au  point  s  avec  le 
rayon  qui  va  du  point  5,  fixe,  au  point  a,  mobile  (').] 

L'équation  est 


Cl<S  = ' 


Problème  extérieur  :  X 
Problème  intérieur  :  A 


(*)  UonQ,  coscp  et  cos4'  sont  deux  fonctions  de  la  forme  /(s,  u) 
et /(a,  s).  D'où  la  condition  connue,  pour  le  problème  intérieur  de 
Neumann, 


c 


d\  ^ 

— —  ds  =  o. 
j,  an 


Mais  il  y  a  toute  une  discussion  délicate  sur  la  réalité  et  la  multi- 
plicité de  la  racine  X^,  discussion  qui  exige  la  connaissance  des  travaux 
classiques  sur  l'équation  de  Laplace,  en  particulier  de  ceux  de  M.  Poin- 
caré  {Circolo  di  Palermo,  1894;  Acta  mathematica,  t.  XX). 

Nous  n'avons  pas  à  rappeler  ici  les  différences  entre  les  problèmes  de 
Dirichlet  pour  ïeplan  et  pour  Vespace  (travaux  de  lord  Kelvin,  etc.). 

Nous  renvoyons  aux  Ouvrages  de  M.  Picard  et  à  une  Note  finale  de 
ce  Livre. 
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3.  Pour  le  problème  de  Diriclilet,  extérieur,  ou  le  pro- 
blème de  Neumann,  intérieur,  il  y  a  une  solution  de 
l'équation  sans  second  membre,  et  l'on  retrouve  la  condi- 
tion de  possibilité  connue.  Nous  ne  pouvons  qne  renvoyer 
aux  travaux,  déjà  nombreux,  sur  ces  sujets  (*). 

Indiquons  simplement  l'application  aux  équations  diffé- 
rentielles. 

4.  Equations  différentielles  linéaires.  —  Une  équation 
différentielle  d'ordre  n  peut  être  intégrée  avec  les  condi- 
tions de  Cauclîj  :  on  donne 

ou  bien  encore,  on  peut  donner  n  points  de  l'intégrale 

Dans  ce  cas,  nous  avons  une  équation  de  M.  Fredholm; 
on  le  voit  facilement. 
Soit 

E  =  />i:k"-»  4-^27"--  +  . .  .+/>«r- 

L'adjointe  C  sera 

C^{-  l)«-»(/?,Z)«-l  -+-  (-  l)«-2(^2-)«-2  +  .  .  .4-/>«  - 

Soit  an  la  l'onction  A/i(t),  A^  étant  A/<(^)«  Soit 


(')  Citons  :  I.  Frkdholm,  Acta  matheniatica,  t.  XXVII.  —  D.  Hilbeut, 
Naclirichten  zu  Gottingen,  1904-1906. —  E.  Picaiid,  Annales  Éc.  Nor- 
male, 1906.  —  J.  Plemelj,  Monatsiiefte  fur  Math,  und  Phys.,  t.  XV 
€t  XVIII.  —  Eriiaud  Sgiimidt,  Matheni.  Annalen,  t.  LXIÏI  et  LXIV^  — 
On  consultera  îiussi  le  résumé  du  Cours  de  M.  Picard,  1906,  dans  les 
Rendiconli  del  Circolo  di  Palerino,  Î190G,  et  la  Tlièse  de  l'Université 
de  Paris  de  M.  Bryon  Heywood  (Gauthier-Villars,  1908).  —  Il  faut  noter 
que  MM.  Ililbert  et  Schmidt  donnent  des  solutions  entièrement  nouvelles 
de  réquation  de  Fredholm. 
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Nous  posons 


Soit  C}//_f(^)  un  polynôme  en  .r,  de  degré  (/i  —  i). 
Ecrivons  V équation  intégrale 

Ci)  Q„_i(a7)=jK(:r)  +  À  I'    1{x,  t) y{t)  dt. 

'-  Il 

En  dérivant  /i  fois,  on  a 

o=jK''(^)  +  À[(-0"  ■UA,r)"-'^'---+A„j-j. 

Le  terme  entre  crochets  est  V adjointe  de  vL'  ;  donc  c'est 
identiquement  E. 

Donc  (i)  équivaut  à  (2), 

( 2 )  >  ■■  -^  A {p ,  jK'^-1  -+- p-2  y"--  +  ...  +  /?„  r  )=  o, 

et  nous  déterminons  (')  le  polynôme  Q  par  la  condition, 
par  exemple,  que  y  s'annule  |)0ur  x  =^  a^  «o,  ...,  a,i. 
Nous  aurons  encore  une  équation  du  type  (i). 

Note.  —  L'extension  au  cas  où  l'inconnue  est 

0{Xi.    X.2,    .  .  .,   Xp), 

avec  une  intégrale  />-uple,  est  immédiate  :  solution  méro- 
morphe  en)^;  en  un  pôle  Xq,  solution  de  l'équation  homo- 
gène et,  avec.des  conditions,  de  l'équation  donnée,  à  second 
membre. 


(>)  Batkman,  BuU.  des  Se.  matli.,  lyoG.  —  M.  Mason,  Mathemalisclic 
Annalen,  l.  LVIII.  —  D.  Hilbert,  loc.  cit.  —  Sur  les  questions  de  ce 
genre,  voir  les  beaux  travaux  de  M.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  III, 
•2"  édition  {sous  presse),  par  les  approximations  successives. 


CHAPITRE  y. 

ÉQUATIONS  DES  TYPES  HYPERBOLIQUE  ET  PARABOLIQUE. 


[^e  lype  elliptique  correspond  niix  caractéristiques  ima- 
ginaires, le  type  hyperbolique  aux  caractéristiques  réelles, 
Je  type  parabolique  aux  caractéristiques  confondues. 

Le  premier  type  a  été  étudié  précédemment,  pour  l'équa- 
tion la  plus  célèbre,  celle  de  Laplace. 

Nous  étudierons  quelques  cas  hyperboliques  et  dirons 
un  mot  du  cas  parabolique.  D'abord  quelques  remarques 
sur  les  théorèmes  généraux  d'exislence  et  sur  les  caracté- 
ristiques, multiplicités  d'exceplion,  relativement  à  ces 
théorèmes  généraux;  siiv  \a  par  tic  Jinie  d'une  intégrale;  sur 
la  notion  d^  adjointe  ;  un  problème  fonctionnel,  etc. 

I.     Sun    LES    THÉORÈMES    d'eXISTENCE. 

Le  principe  de  Dirichlet  est  là  pour  nous  en  avertir,  et 
nous  avons  bien  vu  que  les  solutions  des  équations  diffé- 
rentielles ou  aux  dérivées  partielles  peuvent  être  formées 
avec  des  conditions  aux  limites  très  variées. 

Revenant  au  théorème  de  Gauchy,  faisons  une  remarque 
pour  le  cas  où  les  fonctions  cessent  d'être  JiolomorpJies. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de  Briot  et  Bouquet  : 

xy'  =1  ax  -\-  by  -h . .  . . 

Si  b  n'est  pas  entier  et  positif,  il  y  a  une  solution  ho- 
lomorphe  à  l'origine.  On  le  voit  en  écrivant 

.ry' —  by  =^ax-~-o{x,y), 


i38  ciiaimtrh;  v. 

et  en  comparant  y  à  \^  fonction  implicite  z  donnée  pai 


-r)(-  = 


(0  est  Je  minimum  de  \n  —  b\  (/i  =  i ,  2,  3,  . . .). 
Le  cas  le  plus  général 

xmy'  __  ^^  _}_  If  y  _4- ,  .  . 

donne  lieu  à  beaucoup  de  distinctions  et  de  discussions 
difficiles  ('). 

M.  Goursat  a  étendu  l'application  du  calcul  des  limites 
aux  équations  aux  dérivées  partielles,  alors  que,  précédem- 
ment, on  employait  l'artifice  du  jacobien,  pour  prouver 
le  théorème  de  Gauchj. 

D'ailleurs,  le  Calcul  des  Limites  donne  aussi  bien  de 
nouveaux  types  de  théorèmes  d'existence.  Soit 

(1)  s  =  ap  -^  bq  ^  cz  -^f. 

On  peut  donner  z  seul,  mais  sur  Ox  et  sur  Oy. 
Supposons  z  nul  sur  les  axes,  ce  qui  ne  change  pas  la 
forme  de  l'équation,  et  prenons  d'abord 

(2)  s  =  cz; 

c  a  pour  majorante 

G=  '' 


Soit  /•  le  plus  petit  des  deux  nombres  11,  -— : 
^        '  /M 

Prenons  pour  majorante 

r  T 


"{-?}{- f) 


(  '  )  E.  Picard,  Traite,  t.  III,  2'  édition  {sous  presse). 
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La  fonction  u  =  —, : satisfait  à  l'équation 

(-7)0-f) 


Ox  dy 

Nous  avons  donc  une  solution,  holoinorplie  autour  de 
l'origine. 

En  posant  z^=uv^  on  ramène  l'équalion  (i)  à  deux 
équations  de  la  forme  (2). 

Les  théorèmes  les  plus  généraux,  dans  cet  ordre  d'idées, 
sont  dus  à  M.  Goursat  et  à  M.  Riquier  ('  ). 

Remarque.  —  Il  faut  bien   veiller  à  ce  que   toutes  les 
conditions  soient  remplies,  dans  l'application  du  théorème 
de  Cauchy. 

Nous  donnerons  l'exemple  suivant,  dû  à  M'"*'  de  Kowa- 
ieskj  (2).  Soit 

d-^z  _  ùz 
dj^  ~  dx' 

Nous  pouvons,  sur  O^,  donner 

<I)  'S(^,^)=/l(^)-+-r/2(^) -+-••• 

V2«  1^2  «4-1 

-^  ïT:r/i'(-^)  +  iT^r— r/2(^) -+-•  •  •• 


Telle  est  la  solution,  convergente.  Imaginons  que  l'équa- 
tion donnée  est  du  premier  ordre  en  x  et  donnons-nous, 
sur  Oy, 


(')    Voir  E.  GounsAT,  Soc.  matli.  de  France,  190G.  —  Leçons  sur  les 
équations  aux  dérivées  partielles,  3  vol.  (Hcimann). 
(2)   Thèse  {Journal  de  C relie,  t.  80). 
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Ceci  n'est  une  solution  que  si  (d  vérifie  certaines  con- 
ditions. Soit  une  valeur  j'o;  si  autour  de  ce  point  o(y)  a 
1111  rayon  de  convergence  fini,  il   est  impossible  que  (2) 


converîre     croit  avec  n 

\     lia 


O^ 


Prenons  (i)  et  faisons  x  =  o  : 

Et,  comtne  on  a 

M 

I  «//.  1     et     I  ^«  1  <  j^,  ' 

^(O,  y)  est  une  fonction  entière.  Donc  '-^(y)  doit  être  en- 
tière. Soit  donc  donné 

entière  : 


1  -  l-î/iA/^^  î===  A„^--2^       -^ 

~  Il 


J^ll  =  llf  A„+ — j^- A„^,^'^  +  ...  +  — p^^^— A„^„^=/'-... 


Si  I  A//|  et  I  B// 1  sont  moindres  que  j — -^7  (nouvelle  con- 
dition), (2)  convergera. 


11.  —  Sur  l'hypeiigi':omi':trie. 

On  a  souvent  besoin  de  parler  ]e  langage  géométrique, 
alors  même  que  le  nombre  des  variables  est  supérieur  à 
trois.  Il  n'y  a  là,  dans  l'Hjpergéométrie,  aucun  mystère 
pour  le  mathématicien. 

Par  exemple,  on  dit  que,  dans  l'espace  à  n  dimensions, 

/(a7i,  a?2,  ....  Tn)  =  o 
représente  une  surface  et  une  intégrale  n-uple  un  volume. 
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Il  n'y  a  là  qu'une  langue  commode  qui  aide  l'iniagination 
et  favorise  la  découverte.  Il  y  a  là  la  source  d'analogies 
fécondes,  mais  aussi,  parfois,  trompeuses.  Il  faut  donc 
constamment  faire  suivre  l'image  de  la  construclion  analy- 
tique. 

Prenons  un  exemple.  Soit  le  cône 

il  découpe  trois  régions,  l'une  exiérieare,  qui  ne  contient 
pas  l'axe  0:3,  et  deux  intérieures,  l'une  à  cote  positive, 
l'autre  à  cote  négative.  Il  en  est  de  même  pour  les  cônes 


dans  l'espace  (^  -h  i)-uple. 

Au  contraire,  dans  l'espace  (/>  -f-  i)-uple,  les  cônes 

ne  découpent  que  deux  régions  (*  ). 

Pour  une  surface,  quel  qiie  soit  /i,  on  sait  qu  il  faut,  en 
certains  cas,  examiner  si  elle  a  un  seul  côté  (-).  Ceci  ne 
dépend  pas  de  n. 

Faisons  quelques  extensions  immédiates. 

Soit  une  surface  S 

et  une  surface  2 
Posons 

Pour  que  S  et  S  aient,  en  un  point,  un  contact  d'ordre  /i, 
il  faut  et  il  suffit  qu'en  ce  point  W  et  toutes  ses  dérivées 
d'ordre  1,2,   . .  .,  «  s'annulent. 


(')  J.  CouLOX,  Thèse  (Herrnann,  1902). 
(2)  E.  PiCAHD,  Traité,  t.  I,  p.  1^4 


i4'2  ciiai'Itrh:  v. 

D'où  le  plan  tangent  à  S,  soit 

A,(X,— ^i)-h  AsfXî— a"2)-f-.  ..+  A,i{X,i—Tn)  =  o, 

D(X.2,  ^3,    ...,  ^n) 

A  »  =   J  1  =    -rr— j  .  .  .  • 

L)(«,,  Ma,  ...,  M„_i) 
Les  cosinus  de  ia  normale  à  S  seront 

L'élément  de  surface  sera 

dtù  =  y  2  J/j  dui  dii.2  . . .  du,i-i. 

lia  formule  de  Green  subsiste. 

Il  n\'  a  rien  à  changer  à  la  théorie  du  changement  de 
variables  dans  les  intégrales  (*). 
Mais  voici  une  question  nouvelle. 
Dans  l'espace  à  3  dimensions,  nous  avons  : 

Variété  à  i  dimension    =  ligne, 
»  9.  dimensions  =  surface, 

»  3  »  =  volume. 

Avec  4  dimensions,  nous  avons  du  nouveau,  savoir  les 
variétés  à  2  dimensions ,  qui  ne  sont  ni  lignes,  ni  sur- 
faces. 

M.  Henri  Poincaré  définit  leur  aire  de  la  manière  sui- 
vante (2)  : 

Plaçons-nous  dans  E3  (espace  3-uple). 

Nous  pouvons  définir  le  ds  d'une  courbe  G  en  regardant 
la  surface-canal,  enveloppe  de  sphères  de  rajon  e  ayant 
leurs  centres  sui-  G. 

L'élément  de  k  (ABA'B'),  situé  entre  deux  sections  nor- 
males PQ,  P'Q',  a  pour  mesure 

AV>  X  A/V  =  dio,        AB  =  £  rfO,         A  A'  =  ds, 


(')  Cours  de  M.  Jordan  et  de  M.  Baire. 
(')  Acta  mathematica,  t.  XXII,  p.  i^'S. 
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d'où 


ds 


dto 

rdîi 


Faisons  de  même,   dans  E,,  poiii'  obtenir  la  mesure  de 
l'élément  de  Vo,  variété  donnée  par 

(i)  ^/.=  'f/.U,,  ^2)        (A-  =  i,  2,  3,  4). 

1ms.   17-  Fis.   1-8. 


Les  sphères  ayant  leur  centre  sur  Vo  ont  pour  équation 

Pour  avoir  l'enveloppe,  décrivons  en  t^  et  /^ 

\ri  do/- 

(3)  2*<^"-''''i«i="- 

Dans  E3  nous  pouvons  déterminer  la  position  du  point  A,, 
sur  l'enveloppe,  par  l'angle  B  rapporté  à  deux  directions 
rectangulaires  ç,  y,  de  la  section  PQ,  liées  à  cette  section; 
^  a  pour  cosinus  a,,  7.0,  ag,  et  y,,  fi,,  [Bo,  p3- 

Dans  E4,  posons,  de  mêmt', 


(4) 
(5) 


(2)  et  (3)  sont  satisfaites  par  les  formules  (4),  quel  que 
soit  B,  si  l'on  a 

in^  V        <^?A;        V^  ^     àoi 


V         ^T't         V  0     ^?'^ 


•  44 
] 
les  cosinus  sont 
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La  droite  analogue  à  MA  est  bien  la  normale  à  k  dont 


•^/r— '-SA- 


En  effet  : 

i"  La  somme  des  carrés  est  uji ; 


ô^ 


3° 


Otn 


Il  suffit  de  dériver  (a)  en  th  et  en  9  et  d'ajouter  (3). 
Nous  avons  donc,  d'après  les  notations  précédentes,  les 
éléments  J^^,  Jq  de  la  surface  k, 


-^1— ?!    ^    J| 

£  Jo 


ai  cosG  -h  ^^  sinO, 


-i-  =  Ji{a,Y-+-pia)  (y 


cosO,  îT  =  sin6) 


ou  bien 


Jo=^J/<-(a/.Y  -^  ?/.^)r 


ou  bien  encore  Ja  est  un  déterminant 


dx,c     dxi,     dxi, 

-ôï:  17;  -w  «'^T-^i^^'^ 


O^*  Tr(^/( —  ^k)  contient  s  en  facteur. 
Gomme  nous  prendrons  e  infiniment  petit,  nous  pouvons 
ICI  remplacer  -- —  par  -î—  et  écrire 


Jo  = 


dti       dt-i 


e(-a/,cr-+-|ii;r.Y)     a/,Y  +  ^y^. 


C'est  une  somme  de  quatre  déterminants,  dont  deux  sont 
nids,  et,  comme  o-2-}-y-=  i,  il  reste 


Jo=  e 


Formons  Jj;  ;  c'est  un  déterminant  qui,  d'après  les  rcla 
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lions  (5),  (6),  est  égal  à  une  somme  de  carrés  de  mineurs 


soit 


A19 


H  =  ^'^^h. 


Donc  Jq  est  connu,  et  nous  écrirons 

Jo=£Ao. 

L'élément  d'aire  de  k  étant  zÈiL^i  dt^  dt^d^-,  celui  de  V^ 

sera 

t^^dt'^dt-i. 


III. 


Sur    les    CARACTÉRISTIQUES. 


D'une  manière  générale,  ce  sont  les  variétés  exception 
nelles  relativement  au  théorème  d'existence  de  Cauchy. 
Prenons  le  cas  le  plus  simple,   les  équations  linéaires. 
Equation  d'ordre  n  à  deux  variables  : 


(I) 


An  -T 1-  Al ; T- 


d"z 


4>, 


<I>  ne  contenant  que  des  dérivées  d'ordre  moindre  que  n. 
Sur  une  courbe  G,  on  donne 


âz        dz       d'-z 
'^''      dx       df       âx'^ 


d'^-^z 


ou 


■2j       PlOi      Poil      PiOi  •••:       Pon-l' 

Pour  obtenir  les  dérivées  d'ordre  n,  écrivons 

dpn-io  =  Pno      dx  -^p,i-\\dy, 
dpn-i  1  =  Pn-\  I  dx  -^-pn-ii  dy , 


dpQn-i  =  pui-\dx  -^PQn     dy. 


D'A. 


10 
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Le  calcul  est  possible,  à  moins  que  A  ne  soit  nul 
T       X      o    o     . . .  o 

O         I        X      C)      .  .  .  o 


A  = 


o       o 
Ao     A, 


I      X 

A„ 


X  =  ^ 
dx 


(-i)"[AoX«-A,X«-i— ... 
-(-i)'^A„], 


En  chaque  point  nous  avons  n  courbes,  correspondant 
aux  racines  X^,  \^^  . . .,  X„.  Ce  sont  les  caractéristiques. 
Or,  on  vérifie  facilement  que  l'opération 


\dx 


""  dy]  \dx 


ày 


)"\àx    '     ^' dy) 


reproduit  Le  premier  membre  de  l'équation  (i),  en  j  ajou- 
tant des  termes  avec  des  dérivées  d'ordre  moindre  que  n. 
D'où,  pour(i),  la  forme  canonique,  permettant  les  approxi- 
mations successives, 


^ — h  X„  -— 


dx 


ày 


dx 


>4) 


T. 


[Thèse  de  M.  Delassus  (Ann,  Éc.  Norm.,  1895.)] 
Pour  la  théorie  générale  des  caractéristiques,  nous  ren- 
voyons à  M.  Goursat. 

Equation  d^ordre  1^  à  n  variables.  —  Prenons,  pour 
simplifier  l'exposition,  /2  =  3;  soit  l'équation 


(0 


Pi 


dz 


F=2a,7,/?/A-i-/=o: 


ô^. 


Pik 


Pki\ 


Pikh  = 


dXi'  ^''^  dXiôXk         ^'"'  '^"'"         dXiOx,,ÔXu' 

Les  données  sont  portées  par  la  surface  frontière  S  : 


dx,  ~     '' 


dx-2  ^  '  dxi  dXi 


=  Pi2: 
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On  donne,  sur  S,  les  valeurs  de  z.  Sur  S,  z{x^,  x.^i  x.^) 
devient  ^(^i,  x^)^  fonction  connue  des  deux  variables 

X  \  ,   X  '2,  • 

Chaque  fois  qu^il  sera  nécessaire  de  spécifier  nelte- 
inenl  qu'une  fonction  de  trois  variables  se  réduit,  sur  une 
surface,  à  une  nouvelle  fonction  de  deux  variables,  nous 
l'indiquerons  par  ce  trait  :  z. 

Dans  (i),  /ne  contient  que  des  dérivées  de  z  d'ordie  i, 
au  plus. 

Pi  dépend  de  trois  variables.  Ghei'chons  sa  valeur  /?/ 
sur  S. 

Nous  n'avons  qu'à  écrire 

(I)  — ^  =  fonction  connue  =/?/-i-  P,/?;j  (t  =  i,  2). 

Donc  si,  sur  S,  outre  z^  on  donne  /?3,  on  connaîtra  p^  et  p-^-, 
valeurs  sur  S  de  p^  et/?2' 

Montrons  qu'on  connaîtra  toutes  les  dérivées  de  tout 
ordre  : 

-^  =  fonction  connue  =  pid-r-  ^i P/,3, 


(i  =  [,  2;  A-  =  I,  2,  3), 
d'où  _  _ 

H   suffira    de  connaître  p^^.  Or,    l'équation   (i)  donne 
alors 

(•^0  Hj^H-K  =  o, 

ayant  posé 

H  =2  «/aP/I'a— 2  «t3P/-H«33, 
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2,   indiquant    que    i    et   k   prennent   seulement    les    va- 
leurs   1,2. 

Si  l'on  a  H  =  o,  on  ne  peut  calculer  ni  /?33,  ni  p^^^j  etc. 
C'est  l'équation  des  surfaces  caractéristiques  obtenue 
par  J.  Beudon  (*). 

IV.  —    Sur    l'équation    adjointe 

ET    LA    DÉRIVÉE   CONORMALE. 

L'idée  fondamentale  est  duc  à  Lagrange. 
Soit 

On  appelle  adjointe 

G(,0=;S(-.)'-'-5|^(A,v..«)  =  o. 

On  a  la  propriété  caractéristique 

'     ^        âx        ày 
qui  se  vérifie  de  suite,  car 

dérivée  d'une  fonction  de  u^  (v,  et  les  (A  —  i)  premières 
dérivées. 
Faisons 

W  =  --—7  V 

et  nous  avons 

^)h+k  ^k        ^h  ^p 

dx'>-  dyi^  dyi'^     dx'^  dx 


(')  Voir  Bagklund,  Mathein.  Annalen,  t.  XIIT.  —  J.  Bkudox,  Soc. 
math,  de  France,  1896.  —  J.  Coulon,  Thèse,  1902.  —  J.  Hadamard 
a  complété  la  théorie  de  Beudon  {Leçons  sur  la  propagation  des  ondes, 
Hcrmann,   ï^o3). 
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Changeons  a  en  v^  x  en  y,  h  en  /r;  nous  avons  une 
équation  analogue,  d'où 

u  -TT-TT  ^'  -  (-  0'^^'^-^'  -Ar-TT  "  =  ^  -  (-  i)^'^'''  T^  ' 
àx^'-  ây'^  ^        '  ùx'^  ôyi'  ôx       ^        '         ùy 

d'où  la  formule  (G.  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  Tï). 
Prenons  maintenant  une  équation  d'ordre  2  à  Ai  variables  : 

Y{z)  ^^aj,,p,,u^y^aupu^  Iz  ^  o,  p,,j,^ -t±^. 

L'adjointe  est 

(J.  Hadamard,  Propagation  des  ondes). 

Ces  formules  permettent  de  passer  de  l'intégrale  /2-uj)Ie 
dans  an  domaine  à  une  intégrale  (ai  —  i)-uple  au  con- 
tour. 

Les  caractéristiques  étant  réelles,  il  s'introduit  dans 
l'intégrale  au  contour  une  dérivée  suivant  la  conormale, 
direction  liée  à  la  normale  (ou  à  la  tangente).  Et  ceci 
donne  des  résultats  intuitifs  permettant  d'éviter  des  calculs 
et  de  voir  immédiatement  les  frontières  exceptionnelles 
relativement  au  théorème  de  Cauchj. 

Nous  établirons  la  formule  dans  chaque  cas,  renvoyant 
au  Livre  de  M.  Hadamard  pour  la  théorie  générale  (^  ). 


(*)  La  conormale  a  été  définie  par  l'auLeur  dans  son  étude  de  l'équa- 
tion des  ondes  {Comptes  rendus,  11  février  1901).  M.  Coulon  a  fait 
l'extension  au  cas  général  (  Comptes  rendus,  juillet  1901).  M.  Hadamard 
a  montré  que  la  direction  conormale  est  bicaractéristique.  Voir  encore 
M.  Burgatli.  qui,  dans  un  Mémoire  cité  plus  loin,  définit  de  la  même 
manière,  la  direction  cotangente  {Ace.  dei  Lincei^  1906). 
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V.  —   Sur  la  partie  finie  d'une  intégrale  infinie. 
1.   Intégrale  simple,  —  Soit 

I'(a)=  /    f{x,i)dx. 

Si  A  et  B  sont  des  fonctions  de  a  continues,  ainsi  que 
leurs  dérivées  premières,  et  si  /(^,  a)  admet  une  dérivée, 
par  rapport  à  a,  continue,  il  est  bien  connu  qu'on  a 


(0 


^^  r¥^  rrT,         .^^  ^/A  .^'^ 


Passons  an  cas  des  intégrales  généralisées.  Soit 

Jr'^  dT 

0 


/' 


Nous   supposons   que  /(^,  y-)  admet  des  dérivées  pre- 

ères  -r-j  ~  déterminées  ei  continues  (M. 

ox     on  ^    ■' 

V  est  une  fonction  bien  déterminée  et  continue.  On  peut 
nent  de  variable! 

a  —  x  =  a(i  — jk), 


donc  faire  le  changement  de  variables 


et  V  devient  V,  : 


Considérons  d'ailleurs  l'intégrale 

W.(a)=jr'l[/(a,-,«)/S]-^. 

D'après  les  hypothèses  faites,  les  intégrales  Vi   et  W| 
convei'gent  uniformément  (*),  d'où 


(*)    Voir,  sur  ces   questions,  le  Mémoire  de  M.  de  la  Vallée-Poussirt 
dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  1892. 
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iVIais  on  peut  écrire 


Posons 


On  a 


Celte  limite  existe  certainement,  comme  on  Je  verrait 
en  faisant  dans  Wi  le  changement 


Donc  enfin 

(3) 


i—y  =  z^ 


d\  Vd      r''-'\,  ,        d.r     1 


Mais  en  dérivant  J/j,  intégrale  ci-dessus,  où  h  est  fini 
pour  l'instant,  nous  pouvons  employer  la  formule  (i)  : 


(4) 


/[a(.-A),al    d 


s/hs/\ 


d% 


[a(.-A)]. 


Cette  expression  (4)  renferme  deux  termes  qui  croissent 
indéfiniment  lorsque  h  tend  vers  zéro,  mais  dont  la 
somme  est  finie,  quelc^ie  petit  que  soit  h.  Nous  le  savons 
d'avance  par  le  changement  de  variables;  vérifions-le  : 


d     f{x,CL)    ^df  I  _f±[ 


()% 


V/: 


dy. 


s/  'X  —  a 


ôx 


V/ï 


Alors 


.ail  — A) 


j,  ^*  v/a  -  a- 

La  première  intégrale  sera  finie,   d'après  nos  hypothèses. 
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La  deuxième  intégrale  donne 

v/a  — .r/o  J^  ^^  yJrL  —  x 

Ici  encore  l'inlégrale  i\%l  finie.  Donc 

— -  =  partie  finie  +  ''  ^      ,_    ,_      -*  (i  —  /i)  —  -i-!— — — -^1-J . 

Il  est  clair  que  les  deux  ternies  en  —-•>  devenant  chacun 
^  s/h 

infini  pour  A  =  o,  o/i^  une  somme  finie,  quelque  petit 
que  soit  h^  [Duisque  la  somme  contient  en  facteur  y/A. 

Cette  forme  nouvelle  s'est  montrée  indispensable  dans 
l'étude  de  l'équation  des  ondes. 

Même  notion  de  partie  finie  avec  l'intégrale  multiple. 

2.  Intégrale  multiple.  —  Le  champ  W  et  la  fonction  es 
dépendent  d'un  paramrlre  X  : 

(I)  .        "i^J  f  Jo{x,y,z)dz, 

'w 

i-i)  I  +  AI  =  f  f  f(?  -^  ^?)  d-z. 

w-f-Aw 

ISous  cherchons  1'=  lim  -v-  • 

AA 

Pour  cela,  amenons  (i)  et  (2)  à  avoir  même  domaine  en 

faisant  correspondre  à  tout  point  [x^y^z)  de  (W-h  AW) 

un  point  (X,  Y,  Z)  de  W  par  les  formules 

r  =  Y  +  r,, 

avec  la  condition  que  la  transformation  vaille  pour  passer 
d'une  frontière  à  l'autre.  ;,  rj,  Ç  sont  des  fonctions  infini- 
ment petites  assujetties  à  cette  seule  condition. 


ÉQUATIONS   DES   TYPES    HYPERBOLIQUE    ET    PARABOLIQUE.  l53 

Alors 


I  +  A[  =:   r   r  fwi  dX  dY  dZ, 
J  étant  le  jacobien 


iW) 


ÔZ 

dX 

âZ 

ôY 

W  étant  la  fonction  es  +  Ace  exprimée  en  X,  Y,  Z. 
On  a 


Or, 


à^         dri         di:        .    . 
dX-^àY-^ôZ-^'''^'^''''' 


et 


cp(.,^..)  =  cp(X,Y,Z)  +  ^^-^,^-.^^?+... 


^^{x,  j^,  ^)  =  Acp(X,  Y,  Z)  +.  . .  =  ^  AX  +.  . . 


Donc 


Enfin,  on  a 


(3) 


~(o^)]dXdYdZ-^.... 


D'oii  la  dérivée,  en  remarquant  que  ç,Vj,  Ç  contiennent  Aa 
en  facteur. 

Représentons  lim  (Ty)  pai'  ?',  etc.  Nous  avons  une  inté- 


M=zo 


grale  étendue  au  volume  W  et  une  intégrale  étendue  à  son 
contour  2  : 


(4) 


W 

+   /     /  cp(ç'cosa -hr/cos^ -I- !^' cosy)  <ia. 
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Il  était  clair  que  seules  les  valeurs  de  5',  r/,  Ç'  sur  S 
interviendraient. 

(Nous  avons  repris  la  notation  x^  y,  z-  au  lieu  de  X, 
Y,  Z.) 

Nous  aurons  à  faire  de  cette  formule  l'usage  suivant  : 

W  sera  le  cône 

et 

F 

(F    étant   régulier)  ;    il   se    présente    encore    une  partie 
finie  (*). 


VI.  Sua    UN    PROBLÈME    FONCTIONNEL    DE   M.    GoURSAT. 

Soient  tu(^),  défini  dans  V intervalle  o  —  a,  dérivable, 
et  a  une  constante  ;  déterminer  cp  tel  que 

cp  {oix)  —  »(^)  =  izi^x). 

D'abord  on  doit  avoir  71(0)  =  o,  puis  remplaçons  x  par 
(on  peut  supposer  a>>  i);  nous  avons 


a     a2  a'* 


ac 


Si  la  série  converge  dans  un  intervalle  fini  o  —  b^  même 

X 


très  petit,  elle  converge  dans  l'intervalle  o  —  a,  —  finissant 


par  être  moindre  que  b. 

Nous  avons  un  cas,    très  général,  de  convergence.  Si, 
dans  l'intervalle  o  —  b^  on  a 

(C)  l7:(.r)l  <Ka7H-         (K>o,  .u>o), 


(')  Cette  notion  a  été  introduite  simultanément  par  INI.  Hadamard 
{Congrès  de  Math.,  1904  )  et  par  l'auteur,  dans  sa  Thèse  {Journ.  de 
Math.,  1904). 
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il  y  a  convergence  uniforme^  car  on  aura 


<S) 


< 


y.PV- 


Si  la  dérivée  n' (^x)  est  lipschitzienne, 

(C)  l7:'(^)l<K,;r, 

la  série  dérivée  est  aussi  uniformément  convergente  dans 
l'intervalle  o  —  a  '. 


a2« 


On  a,  de  suite,  des  majorantes. 

Remarquons  que  (C)  entraîne  (C)  avec  |^  =  i ,  d'où 


?(^)1<K 


I  1 

\a-        a* 


a  —  I 
Kl  a: 


(E.   GouRSAT,  Ann,  de  la  Fac.   des   Se.   de   Toulouse, 
'1*"  série,  t.  VI). 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  DE  C4UGHY 
ET  DE  PROBLÈMES  ANALOGUES. 


La  méthode  de  Riemann. 


Soit  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  à  deux  va- 
riables; cherchons,  avec  Rieinann,  la  solution  elFective  du 
problème  de  Gauchj  :  z  et  ses  dérivées  premières  sont 
données  sur  une  courbe  [Bv  (ce  qui  ne  fait  que  deux  don- 
nées). 

Dans  quel  cas  une  seule  donnée  suffit-elle? 

Soient 

\\Z)  = -+-«1 l-6»-T 'x-CZ  =0 

ôx  oy  ôx  ay 


l56  CHAPITRE   V. 

et  l'adjointe 

^  ,  d'il  d   ,       ^         à   , ,     ^ 

(j{ii)  =  - — ■ —  (au) r-(ow)  H-  eu  =  o; 

Ox  ây        dx  ày 

z  et  u  étant  des  solutions,  on  a,  pour  un  contour  fermé  12, 
fmdy  —  ^dx  =  o. 

Prenons  le  contour  formé  par  les  parallèles  aux  axes  \.x\ 
Ay'  et  par  l'arc  BG,  découpé  sur  la  courbe  j3y,  et  étudions 
cette  intégrale. 


Avec  une  equalion  en r— -?   la  conormate  est  la 

symétrique  de  la  normale.  Donc  ici  la  conormale  devient 
symétrique  de  la,  tangente  par  rapport  à  l'axe  des  x  : 


(5) 


dx  _  dx 
dN^  d^' 


dy  _       dy 
dN  """"  'âl' 


s  étant  le  contour  ù,  ou  bien 

(6) 


d  à    dx  ô    dy 

dN        dx  ds        ùy   ds 


L'intéîjrale  suivant  BC  donne 


Supposons  donc  que  z  et  -7^  sont  donnés  sur  BG. 

Sur  les  parallèles  aux  axes,  nous  avons  les  intégrales  sni- 
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vantes,  après  une  immédiate  transformation  : 


/      l^-. buzjdx [{iiz)ii—  {uz)x]  —  ^i, 

I      (auz  —  z-^j  dy+  1  [(z/^)..v— ( w^)c]  =  J3. 


Si  Von  peut  déterminer  w,  annulant  (2)  et  tel  que 

du  j  -r-vz 

Oii  =  o         sur   AB,  pour  ^=^0, 

ox 

au  =  o         &ur   ACi,  pour  x  =  Xq, 

dy 

on  voit  que  (m^)a  est  connu. 

Donc  z  est  connu  au  point  K{xq^  yQ)^  en  fonction  des 

valeurs  de  j:;  et  -nrr  sur  l'arc  BC. 

L'emploi  de  la  conorniale  rend  intuitif  ce  lliéorème  : 

Si  la  courbe  BC  se  compose  de  deux  parallèles  aux 
axes,  il  sufjit  de  donner  sur  BC  la  valeur  de  z,  car  celle 

de  -7T-  en  résulte  immédiatement. 

Ainsi,  le  problème  de  Riemann  est  ramené  à  celui-ci  : 

Trouver    une    intégrale    u(xo:  yo]  ^,  y)     de    l'ad- 
jointe (2),  connaissant  ses  valeurs  : 

[         fl'dx  

\  e^"o  sur   AB, 

/      <i  tly  

e^^'"  sur  AG, 

u  —  i         au  point  A, 


!t  l'on  a  alors 


(uz)ii-h(uz)c  _ 


Admettons  donc,   pour  l'instant,   cju'il  existe  une  fonc- 
tion de  Riemann.  Nous  avons  (voi/-  G.  Daiiboux,  TJiéorie 
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des  surfaces,  t.  II) 

},=.£    auzdy-buzdx^[J^^     (z^-u^yis. 

Supposons  que  le  contour  BC  se  compose  de  deux  paral- 
lèles aux  axes,  BD  et  DC. 

Faisons  sur  ces  droites  les  mêmes  intégrations  que  sur  AB 
et  CA;  il  vient 

c 


(uz)c—  (llZ)i) 


f    -u(bz 


dz\ 


dx 


{uz)n—{uz) 
O 


-(ï«5)r.         r'*  /  dz\    . 


(^o,JKo)A        -> 

\ 

t 

1 

C 

:     <-     \ 

t>(-ï-i,ri) 

zx=  (uz)u-^  I     —  u(az -h  ^j  dy -^- I     ulbz 
Si  maintenant  nous  posions 


d3 
ÔX 


dx. 


bz  -^  -—  —  o         sur   DC, 

ÔX 

az-\---^=o         sur    BD, 
z  =  \  au  point  D(.r,,  ^i), 


ce  qui  reviendrait  à  regarder  z  comme  l'adjointe  de  u  (au 
Jieu  de  u  comme  adjointe  de  ;;),  nous  aurions 

ou,  pour  préciser, 
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Donc  nous  pouvons  éclianger  u  el  ^,  à  condition  d'échan- 
ger les  rôles  de  x^  y  et  ^©^  JKo  • 

(   M(a7o,yo;  ^1  y)  est  solution  de  radjointe; 

(  u{x,  jk;  ^07  JKo)  est  solution  de  la  priniitive  équation. 

La  fonction  de  Rieniann  ('),  sons  ce  rapport,  est  ana- 
logue à  \î}i  fonction  de  Green. 

Nous  le  vérifions  de  suite  sur  un  exemple.  L'équation, 
identique  à  son  adjointe 


admet  la  solution 

7(0  =  ' 

dans  laquelle 


•xz         (a  =  const.  ), 


a.t         (cLty  (7.1)"- 


t  =  (x  —  ro)(y  —  yo)- 


La  symétrie  est  évidente. 

Si  nous  obtenons  une  fonction  de  Riemann,  continue, 
nous  prouverons  aisément:  i"  que  la  solution  vérifie  l'équa- 
tion; 2**  que,  si  l'on  s'approche  de  la  frontière  portant  les 
données,  il  y  a  continuité  entre  la  solution  et  la  donnée. 
Nous  aurons  fait  la  synthèse  de  la  solution. 

Nous  parvenons  à  ce  but  par  les  approximations  suc- 
cessives de  M.  Picard. 


IL   —   Les  approximatiojvs  successives  de  M.   Picard. 

Nous  posons  d'abord  le  problème  de  trouver  l'intégrale 
d'une  équation  linéaire  hyperbolique  étant  données  ses 
valeurs  sur  des  parallèles  aux  axes,  PQ,  PK.  Nous  com- 


(')  Voir,  sur  ces  questions  :  Kif.mann,  Œ^Juvres,  et  Uikmann-Webkr, 
Partielle  Dijferentialgleichungen.  —  P.  du  Hois-Iîky.mond,  Journal  de 
Crelle,  t.  104.  —  G.  Darboux,  Leçons,  t.  II.  (Nous  suivons  son  exposi- 
tion.) 
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mencerons  par  le  cas  simple  de  l'équalion 

=  a.z  -\-  j{x,  y)         (a  =  const.). 


ax  ôy 
Représentons  par  z"  la  dérivée  seconde  et  considérons 

lug.    20. 

A 


15-^ 


o-Yo) 


une  série  de  fonctions  Zq,  z^^  z-^j,  ...  définies  par  la  chaîne 
d'équations 

z\  =  azo, 

z\=-a.z^^  \     toutes  ces  fonctions  étant  nulles  sur  PQ  et  QR. 

z\  =  a  ^2, 


Représentons   par  p^  l'aire  du   rectangle   de  sommet  A 
s'appujant  sui*  Rl^Q,  par  o/  l'aire  du  rectangle  de  sommet 

Fig.  21. 


:> 

R 

b' 

^                                  ^lY.w\ 

b' 

^^-^ 

>^ 

C 

P 

" c' C      -"^ 

0 

X 

(;,7,);  fi^x^y)  étant  fini  et  continu,  quel  que  soit  (Si'^l) 
dans  poj  on  a?  N  élant  un  nombre  assignable, 

l^o(^^)I<N, 
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d'où 


l2i(^o,J'o)|<3tN 
de  même 


fi 


dx  dy 


<  aNiPoJKo; 


d'où 

1 

l^«(^o,JKo)|<a'^N^^. 

La  série  ^^^'^  (-^o,  JKo)  converge  donc  absolument  et  uni- 
formément, quelque  grands  que  soient  les  segments  fixes 
PQ,  PR. 

Il  en  est  de  même  de  la  série    7 ^  puisque 

.^J  ôxq  djQ  ^       ^ 

"    ^"  / 


Donc  on  peut  écrire 

Donc  \  3/j=^  intégrale  cherchée,  nulle  sur  RPQ. 
Si   l'on  donnait  la  valeur  de  z  sur  PQ  =  F(^)  et  sur 
PU  r=  G(jk),  l'intégrale  cherchée  serait 

[3=  F(P)  =  G(P). 

Supposons,  maintenant,  que  pour  la  même  équation  on 

dz 
donne  z  et  -rzr  sur  un  arc  de  courbe  RB(^Q  coupé  toujours 

en  un  seul  point  par  une  parallèle  aux  axes. 

Appelons  Xi  l'abscisse  du  point  fixe  R  extrémité  de  l'arc 
donné  et  Y<  l'ordonnée  du    point  fixe  Q.  Soient  cp(^)  la 

D'A.  II 
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dz 


valeur  donnée  de  -r—  sur  la  courbe,  'l{y)  la  valeur  donnée 


,     dz 
de  — 


Posons 


¥{x)=i    i    o{x)dx         et         G(y)=  f    ^(y) 


dy. 


La  fonction  F(^)  +  G(y)  est  une  première  partie  de  la 
solution.  C'est  une  fonction  qui,  ainsi  que  ses  premières 
dérivées,  prend  les  valeurs  données  sur  RQ.  Nous  avons 
alors  à  trouver  une  fonction  nulle  sur  RQ.  Il  suffît,  pour 
cela,  d'écrire  le  même  système  d'équations,  en  faisant  les 
quadratures,  non  plus  dans  les  rectangles  p/  mais  dans  les 
triangles  correspondants,  formés  par  RQ  et  les  parallèles 
aux  axes  issues  de  (i,  y^). 

Pour  prouver  la  convergence  absolue  et  uniforme  de  la 
série  de  fonctions  obtenue,  il  suffît  de  majorer  de  la 
manière  suivante  : 

On  remplace  la  fonction  par  une  limite  supérieure  de 
son  module  et  l'on  augmente  l'aire  de  quadrature  en  rempla- 
çant le  triangle  de  sommet  (?,yi)  par  le  rectangle  p/  de 
même  sommet. 

On  passe  alors  à  l'écjuation 

5  —  ap  -\-  bq  -\-  cz  ^  f{x^  y) 

(Note  de  M.  Picard  dans  le  Tome  IV  des  Leçons  de  M.  Dar- 
boux).  11  est  extrêmement  intéressant  de  noter  que  des  dif- 
ficultés plus  grandes  se  présentent  pour  l'équation  non 
linéaire. 

Pour  le  cas  précédent,  la  méthode  primitive  de  M.  Picard 
{Journ.  de  Math.,  1890),  méthode  directe,  conduisait 
à  prendre  des  domaines  assez  petits. 

On  restait  dans  un  rectangle  de  base  a,  de  hauteur  [^  et 
l'on  avait 


^i|<M«P, 


dx 


M?, 


ÔZx 


<Ma. 
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Soient  A,  B,  C  les  maxima  des  a,  6,  c  dans  ce  rectangle 


Il  fallait  avoir 


Ap  +  Ba4-Gap<i. 


Le  rectangle  devait  être,  donc,  assez  petit. 
C'est  ce  qui  arrive  pour  l'équation 


F(^,  r^  -2^  p^  q)' 


Nous  avons  la  chaîne 


^'i  =  F(a7,  jK,  ^0,  iOo,  ^o)  =  Fo, 
z\=  ¥{x,  y.zupu  q\)=  Fj, 

Chaque  solution  prend  la  valeur  donnée  au  contour,  ou 
bien,  par  un  changement  de  fonction,  qui  modifie  F,  on  a 
ramené  ces  données  à  zéro;  peu  importe,  car  on  passe  de  là 
à  la  chaîne  équivalente 

Z\  =  G, 

^'i  =  Fo, 


^"n=  F/i-1—  F„_2. 

(^ç,^z=  z,i —  Zn-\,  donc  Ics  donnécs  sont  nulles.) 

Si  la  fonction  F,  relativement  à  z,  p,  q  satisfait  à  la  condi- 
tion Cauchj-Lipschitz,  on  prouve  la  convergence  dans  un 
rectangle  assez  petit.  Ici  le  mode  de  convergence  est 


x\ 


\x 


Précédemment  c'était 


X" 

Vi 


X  I  quelconque. 
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M.  Picard  passe  ensuite  au  cas  oii  l'on  donne  z  : 

i"  Sur  l'axe  O^;  2°  sur  la  bissectrice  j^  =  .r. 

Par  un  changement  de  variables,  on   passe  au  cas  où  z 

est  donné  :  1°  sur  l'axe  Ox]  2^^  sur  une  courbe  située  dans 

le  premier  quadrant. 

III.    —  Nouvelles  applications  des  approximations 

SUCCESSIVES. 

Montrons  une   très  notable  extension   des  méthodes  de 
M.  Picard,  due  à  M.  Goursat. 

M.  Goursat  pose  d'abord  ce  problème  : 

1.  Problème  de  M.  Goursat.  —  Trouver  une  solution 
de 

s  =  /(^,  JK), 

nulle  sur  les  droites 

y  =  x,        y  =  cLx         (a>i). 
Ecrivons  la  solution  générale 

ou 

/     du  I     /{u,v)dç  ^o{x)-^'\>(y); 

cp  et  ^,  arbitraires,  seront  déterminés  par 

^{oLx)  —  ^{cc)  =  F(a7,  ic)  —  F(^,  <xx)  =  Tz(a:). 

Nous  sommes  ramené  à  un  problème  résolu,  car  ou  a 

'K(x)  =  {i  —  (x)xF'y{x,^x)         (i<Ç<a), 

d'où 

\'k{x)\<M{ol-i)x^, 

d'après  les  relations  immédiates 

IFKMo.^,       |f:,|<Mjk,       |f;.|<m^. 
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Nous  avons 


^(-)=i:-(,^): 


\^{x)\  <M^2 


M^2 

I  -h  a 


De  même 


d'où 


TZ:{x)  =  (i  —  OL)cp¥'jc{KiCC,a.x)         (i<  Ci<a), 
|7ri(;r)|<M(a  — i)a;(a;^), 

P'ig.    22. 


?(-^)l< 


Mair2 
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Finalement  on  a,  pour  la  solution  ^, 

M  OCX-        My^ 


\^(^i  y)  I  <  ^î^jK 


I  -h  a  i-h  a 


Étudions  les  dérivées,  en  posant 

dx  "*  dy  ' 

Tz' {x)  =  X{x,x)^Y(x^  x)  — X(a7, aa?) —  olY{x,  olx) 

=  \(x,x) — X{x^oLX)-\-Y(x,x)    — Y{x,ct.x)-+-{i  —  'x)Y(x,ct.x). 
1°  \X{x,x)  —  X(x,  (xx)\<,M(<x  —  i)x, 

X  contenant  le  signe    /    c'est  immédiat. 

2*  1(1  — a)  Y(a7,  aa7)|  <  M(a— 1)37. 
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3°  Supposons   la   fonction  /  lipschilzienne,  c'esi-à-dire 

l/(^',y)-/(^,7)l<H|;r'-;r|  +  K|y-j-l, 
on  a 

Y{x,  olû:)  —  Y(x,  x)  =   /      \f(u,oiX)—f(u,x)]du, 

le  module  est  donc  moindre  que  K(a —  i)x^. 
D'où 

I  7r'(:r)|  <  2M(a  — i)jc-{-K(a  — i):r2. 

Or 


d'où 


1 

2MjK, 


lf(J)l< 


Kr2 


dy 


z(x,y) 


a  -H  I         a--|-  a  H-  I 


De  même 


j  7r;(a7)  I  <  2Ma(a—  \)x  ^  Ha(a  — i):r2, 

,     , ,     ,  ,        iMy.x  Uocx- 

l<F(^)I<- 


diC 


(^,  r) 


a  H-  I  a-H-  a  -f- 


2.  Nous  pouvons  maintenant  intégre/- 

s  =  f{oc,  y,z,  p,q), 

dans  le  premier  quadrant,  f  étant  continu  au  voisinage 
dex=:y=^z^^p^=^q^^o,si  V  on  a 

I /^^, y^ -',  p\ q')  —  f{^^ y.  ^,P'.q)\ 

<n\z'-z\-^  K\p—p\-\-h\q'-q\, 

z  étant  nui  pour  y  ^  x  e\  JK  =  ^x. 
Soit  Zq=^  o, 


âx  dy 


Zn  =  f{x,y,Zn-u  Pn-\,qn-\\ 
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M  étant  une  limite  supérieure  de  /lorsqu'on  a 

d'après  ce  qui  précède, 

I  ^„  |<  MAr2,  \pn\<  MB/-,  \qn\<  MCr, 

ceci  en  tout  point  du  domaine  défini  par  ;•;  A,  B,  G  dépen- 
dent de  a  seul. 
Si  la  série 

converge,  elle  représentera  lim^^, 

n=:  00 

—  /(  ^,  r,  ^n--  .  .  .  )  =  fn-i  —  fn-t. 

Si,  dans  le  domaine,  on  a 

\Zn-\  —  Zn-i\<^,  I /?„_,—  /)„_2  I  <  T,  \qn-\—  qn-l\<^i 

il  vient 

|/„-i-/„_2l<(H  +  K+L)T, 
|^.-2n-i|<A(H  +  K-4-L)TH, 
|/>,v-/>«-il<B(H-+-K  +  L)T,-, 
lg'«-^«-il<G(H  +  K+L)Tr. 

Ceci  fixera  /*.  Nous  le  prendrons  tel  que  ces  trois  seconds 
membres  soient  moindres  que  XT, 

X<i. 

Soit  alors  N  le  plus  grand  des  trois  nombres 
MA/'2,     MBr,     MGr. 

Nous  avons,  en  somme, 

et  les  mêmes  relations  pour  |  p,i  —  /?,,_,  |,  \qn —  q,^^^  |. 
Donc  z,i^  Pm  qn  ont  des  limites  pour  n  =  co. 
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Puis 


(■3/i —  ^n  -\  ) 


<(Hh-K4-L)NX"-2. 


Donc  s,i  a  aussi  une  linûte 

lÀmZn{x,  y)  =  (m{x,  y)         solution  cherchée. 

La  solution  est  unique  [voir  le  Mémoire  de  M.  Goursal). 

3.  Extensions.  —  Intégrale  déterminée  par 

z  =  ^(or)  sur  la  droite        y  =  mx  (m  >  o), 

^  =  cpi(^-)  »  y  =  m^x         (m,>o). 

Soitm,>/n,  posons 

mx  =^  x% 
m 


y 


m  —  mi 


y  —  X 


?(o), 


Z    satisfait    à    une    équation  de   même   forme    et   s'annule 
poury=x',  y=  —X. 

4.   Intégrale  nulle  pour  JK=  -^^  J'  =  ^(^)i  l^  courbe  iù{x) 
Fig.  20. 

A 


ajant  la  forme  de  OMA. 

M.  Goursat  résout,  pour  cela,  le  problème  fonctionnel 

(f[o)(ir)]  — cp(a:')  =  T:(ar), 
(0  et  TT  sont  donnés,  c5  est  rinconnue. 
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o.    On  donne 

z  =  F(a7)  pour        y  =1  x^ 

2=<î>(a7)  pour        y  =z  ui{x). 


Nous  prenons  ii  tel  que 
nous  posons 


d?w 


o  avec  ces  conditions,  et 


dx  dy 
z=^Z-\-u. 

6.   Intégrale  nulle  pour  y  =  tL)(^),  y  =z  lùt  (x). 
Fi  g.  24. 


^ 

M^^'^ 

A 

/            N^^-^ — 

B 

0 

JC 

Nous  ramenons  au  deuxième  cas,  en  posant 

ol>i{x)  =  X. 

Et  nous  passons  enfin  au  cas  de  données  non  nulles,  pour  z, 
sur  ces  deux  arcs  situés  dans  le  premier  quadrant. 

7.   Il  faut  bien  remarquer  que  si  les  données  sont  portées 

Fig.  25. 

y 


par  les  courbes  OP,  OQ,  situées  dans  deux  quadrants  dif- 
férents,   on    devra    donner    les  données  2,    -rr-   sur  l'une, 

soilOP;  la  donnée  z  seule  sur  Tautre^,  soitOQ;  car  la  pre- 
mière donnée  détermine  z  sur  Oy. 
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Alors  dans  Je  second  quadrant,  z  est  connu  sur  Oy 
et  0Q(*).  On  voit  que  nous  avons  résolu  ici  un  problème 
autre  que  celui  de  Cauchy.  Mais  Gauchj  avait  ouvert  la 
voie,  par  ses  théorèmes  généraux  d'existence. 


IV.   —    L'équatiojv   des  ojndes   généralisée. 

Prenons  l'équation  des  ondes,  à  caractéristiques  réelles, 
à  3  ou  4  variables. 

Après  les  travaux  classiques  de  Poisson  et  Kirchhof, 
M.  V.  Volterra  s'est  nettement  placé  au  point  de  vue  de  la 
niéthode  de  Green-Riemann  et  il  a  obtenu  une  belle 
solution,  qui  a  été  complétée  ensuite. 

1.   Equation  à  trois  variables 

(?2  d-  C)2 

ôx^        djK-        Oz-  \    ■>  ^  1     ! 

La  conormale  N  est  la  symétrique  de  la  normale  exté- 
rieure n,  par  rapport  au  plan  horizontal,  et  l'on  a 

(G)^f[„A(V)-VA(«)]<..=_|(„§-V§)./u.. 
(Intégrale  de  volume.)       (Intégrale  sur  le  contour.  ) 

C^est  immédiat,  sauf  qu'on  n'avait  pas  remarqué  autre- 
fols  que  le  second  membre  contient  des  dérivées  véri- 
tables. 

La  surface  S  porte  les  données,  w,  -^;  nous  la  coupons 


(')  E.  Picard,  Bull,  des  Sciences  math.,  1899;  Soc.  math,  de  France, 
1894.  —  E.  GouRSAT,  Ann.  Fac.  de  Toulouse,  ■?."  série,  t.  V  et  VI.  — 
J.  Hadamard,  Soc.  math,  de  France,  t.  XXVIII,  XXXI,  XXXII.  Pour  ce 
type  de  problèmes,  M.  Pit-ard  a  résolu  une  nouvelle  équation  intégrale. 
Voir  les  Comptes  rendus,  1907. 
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par  un  cône  caractéristique  A, 

{z  —  z»Y—{x  —  Xç,Y-  (jK— JKo)^=  o, 

et  nous  cherchons  à  obtenir  la  valeur  de  m,  au  sommet. 

Il  nous  faut  une  adjointe  V  (ici  l'adjointe  est  identique 
à  l'équation)  qui  soit  nulle  sur  le  cône  A,  de  sommet  A. 


Nous  sommes  alors  certain  que,  sur  A,  on  a 

En  plus,  Y {x^  y,  z)  sera  infinie  sur  l'axe  vertical  A^'. 
Dans  ces  conditions,  si  l'on  applique  la  formule  fonda- 
mentale au  volume  marqué  par  des  hachures,   si  u  et  ^ 

sont  donnés  sur  S,  la  formule  se  réduira  à  une  intégrale 
simple  étendue  de  A  en  P  égalée  à  un  terme  connu. 

Une  inversion  donnera  w  intégrale  de  A(w)  =:  F(.r,y,  z). 
Montrons-le. 


2.   Soit  A  :  (xq,  y-Q^  Zq),  soient 


soit 


X   = 

X  - 

-Xq, 

/■■-  = 

x'- 

^yi 

6- 

z' 
r 

>i. 

r  =r  — ro, 
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Cherchons  une  fonction  V  =  f  (^ )•  On  a 
V  est  bien  nulle  sur  le  cône  A,  cjui  a  pour  équation 


Soit  r  =  £  l'équation    du   cylindre   vertical   F,    de  rayon 
très  petit.  La  formule  (G)  donne 


(W) 

Or 


///vP(.,,,.)...//(„-_v-)... 


(  r  )  (  r  I 


D'après   un    raisonnement  constant,   on  peut  faire  éva- 


nouir £  et  cette  intégrale  donnera  donc  zéro. 
Il  reste  l'intégrale 

'=//"(-£)-. 

(F) 
—  dià  =  — .  /•  da  dz. 

1  est  indépendant  de  /•  =:  s.  Faisons  tendre  z  vers  zéro  et 
nous  avons 


/2^       ^       /-=.  

da  I      u{xo,  ya,  z)  dz. 


Posons 


Nous  avons 
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3.  Si  la  surface  S  n'est  coupée  qu'en  un  point  par  tout 
cône  caractéristique  ayant  son  sommet  sur  S,  on  vérifie 
bien  :  i"  que  A(w)  =  o;  2^  que  11  et  ses  dérivées  prennent 
les  valeurs  données  à  la  frontière  (Synthèse,  faite  par  l'au- 
teur). M.  Hadamard  a  étudié  l'équation  analogue  où  les 
coefficients  des  dérivées  secondes  ne  sont  plus  constants. 
MM.  Tedone  et  Coulon  ont  fait  diverses  extensions  très 
importantes  de  la  méthode  de  M.  Volterra  (*).  Celui-ci 
avait  été  précédé,  à  un  point  de  vue  différent,  par  Poisson, 
Rirchliof,  Beltrami. 

La  direction  conormale,  nous  l'avons  dit,  donne  immé- 
diatement celles  des  surfaces  S  sur  lesquelles  la  donnée  de  u 
est  seule  nécessaire  et  suffisante.  L'emploi  des  partie-finie 
permet  d'intégrer  l'équation  plus  générale,  où  le  second 
membre  contient  des  dérivées  premières.  C'est  une  nou- 
velle application  des  approximations  successives. 

A.  Equation  à  quatre  variables  : 

_^  ,     ,        â'^u        à^u        ô-u        à- u        ^, 

Le  point  de  départ  est  identique. 
Ici 

V-  ^r^-i,        r^-={x  —  xo)^-h(r-yoy-}-(z-zoy; 
"(•2^0,  7u'  ^0,  i)  {t  —  t(:)dt 

Donc  w(^o,  j^Q, -3o,  ^0)  s'obtient  par  deux  dérivations 
en  te.. 


(')  V.  Volterra,  Acta  matheniatica,  1894.  —  0.  Tedone,  Annali  di 
Matemalica,  1898.  —  J.  Coulon,  Thèse,  1902  (Hermann  ).  —  J.  Hadamard, 
Leçons,  1908  (Hermann);  Ann.  Ec.  norin.,  igoS.  —  K.  d'Adhémar, 
Comptes  rendus,  1901  et  1902;  Journ.  de  M.  Jordan,  1904  et  1906; 
Bendiconti  del  Cire,  di  Palermo,  1906.  —  T.  Levi-Civiïa,  Nuovo 
Cimento,  1897. 
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Mais,  en  les  effectiiant,  on  s'aperçoit  :  i°  qu'il  ne  se  pré- 
sente pas  de  partie-finie;  2"  qne  le  résultat  ne  contient  que 

les  données  a^  -j-  sur  le  bord  de  r hypers urf ace,  sur  l'in- 
tersection de  la  surface  des  données  o(^x,  y,  z^  t)  =:  o  avec 
le  cône  t  —  ^0  =  '*• 

C'est  un  nouvel  avertissement  de  la  nécessité  pressante 
de  bien  étudier  les  cas  d'applicabilité  intégrale  du  théo- 
rème de  C.auchj. 

L'étude  des  équations  (B)  est  plus  simple  que  celle  des 
équations  (A)  (principe  de  Fïuygens). 


V.    —    Extension    de    la    méthode    de    Riemann    a    des 

ÉQUATIONS      d'ordre      QUELCONQUE,       A      CARACTÉRISTIQUES 
RÉELLES. 

M.  Holmgren  (^)  a  fait  une  très  belle  application  de  la 
méthode    de    Riemann.    Soit    une    équation    du    troisième 

Fig.  27. 


ordre  dont   les   trois  caiactéristiques  sont  réelles  et  rame- 
nées, par  un  changement  de  variables,  à  étie,  à  l'origine 

dx  =  o,         dy  =  o,         dy  =  a{x^  y)  dx. 

\    r(^)=- ha-—    -. — T h  Oi^p-iQ 

(i)     ;      ^    '       \âx  OyJ  dxdy  ^'" 


biiPii-+-  6o2/?o2-f-  Ciopio-h  C01P01-+-  dz  =2  o. 


(')  Arkiv  for  Matematik,  Stockholm,  1904. 
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L'adjointe  est 


(^-) 


G(a)  =—  — — -r^«««  ^-x^»2oW  +:3 — —bn  u 

'  ôx^  dy       ùx  ôy^  ôx^  dx  dy 

d-^    ,  d  d  . 

H 6o9  u —  -7—  Cio  u --C01  u-^ciu  =  o. 

dy-      '  dx  dy 


T.      .  ^.    .        ^M         à?s  d-P 

^    '  '  ^     '         dx         dy         (Jx  dy 


M  =zU,^^U,, 

N=  -K!+— K,, 
dy      - 

d-^  u           d-^ 
H 1  =  ^ 1 — ; — -  au 

dx  dy        dy'^ 

d    j                 d    . 

—  6>oo  u —  6>n  i«  -f-  Cin  U. 

dx                  dy 

d'-                 dUi 
Kl  =  - — —  aw+  -— ;-■ 

dx  dy              dy- 

-'■J^^^l''--^^02U^CoiU, 

du        , 

U^  = ^ h  boou, 

dy 

K2  =  —  ^au^bo^_u, 

dz            dz\               d                du\ 
P    =.  u\ \-a—-\—z\  — au  A \^0\xuz, 

\dx  dy  j  \dy  dx  J 

Soit  une  courbe  rencontrée  en  un  seul  point  par  chaque 
caractéristique  OA,  OB,  OCÙ.  Pour  tout  contour  fermé, 
on  a 

d'après  (3),  z  satisfaisant  à  (i)  et  w  à  (2). 
Le  contour  OCAO  donne  : 


.0 
(4) 

'A 


f    M«[r  +  Po-PA+  r    =  o. 


Le  contour  OBGO  donne  : 


(5) 


/      —Ndx-^l      =  o- 


Si  r  on  peut  avoir  M  nul  sur  OA,  N  nul  sur  OB  et  5/ les 
intégrales  suivant  OC  et  GO  se  détruisent^  (4)  et  (5) 
donnent  : 
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Si,  sur  AB,  sont  donnés  z  et  ses  dérivés  d'ordre  i  et  2, 
Po  est  connu. 

Or  ceci  nous  donne  une  équation  du  premier  ordre 

Z  étant  connu  sur  BA. 

Le  problème  sera  résolu.  Étudions  ceci  : 

# 

I.  H2  =  o  pour  ^  =  ^0. 

Ceci  donne  u{xQ^y)  par  une  quadrature. 

II.  H,  =  o  ^onv  X  ^=  Xq^  équation  différentielle  linéaire 
d  ordre  i  en  - — 

Donc  nous  pouvons  annuler  M.  De  même  pour  N. 

III.  Il  nous  faut  étudier  l'intégrale  u  de  (2),  aVec  ces 
données  imposées  : 

U     et     3 —     sur     OB, 

OXq 

U     et      -r —     sur     OA. 

àyo 

Lemme  de  m.  HoLMGiiEN.  —  Avec  ces  donnécs ,  U cxiste 
une  intégrale  continue  ainsi  que  ses  dérivées  premières 
dans  l'angle  AOB;  les  dérivées  secondes  seront  discon- 
tinues sur  la  caractéristique  OC. 

Prenons  le  cas  simple  • 

^    ^  \0x  dy  )  dx  dy 

ou 

V  est  connu  sur  O^,  OG  est  caractéristique  pour  Téqua- 
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tion  (y).  Donc,  dans  la  région  GOB,  nous  avons  une  solu- 
tion p,  de  (y);  c^  est  aussi  connu  sur  Oy]  donc,  dans  la  région 
AOG,  nous  avons  une  solution  Ç2  de  (y). 

Sur  OC,  Cl  =  const.  et  V2  =  oonst. 

En  effet,  soit 

— -  = ha-—  (dérivée  en  37,  sur  OC); 

àx        àcc  ây 

on  a 

dcc  dx      '     > 

Donc   c,  solution   de  (y),    égale  à  v^   dans  une  région,  à 
^2  dans  l'autre,  est  discontinu. 
Intégrons  alors  (^) 

^    ,  ,    1  ',  •     '  I        j  '  du     du 

co  et  «i>  sont  détermines  par  les  données  ;  m,  t-  >  t-  sont  con- 

1  »  r  ^      ^  dx     dy 

■      à'^u  ,  ,  ,.  . 

tinus,  mais  - — —  =  ç  [x, y)  est  discontinu. 

C'est  le  lemme  de  M.  Holnigren. 

Pour  le  cas   général,   on  mettrait  un  deuxième  membre 

/{x,y),  dans  (a)  et  (y). 

Puis  on  ferait  des  approximations  successives. 
Nous  admettons  donc  que  (2)  soit  intégré. 

IV.   Il  reste  à  étudier  les   intégrales  suivant  OC   qui  a 
pour  équation  dy  =  a  dx. 

M  -h  -r:  )    les    dérivées    secondes    disparaissent. 

Donc  cette  partie  de  l'intégrale  totale  est  nulle. 
N  contient  le  terme 


d_  /du 
dx  \  dx 


àu,\  _    d    /du\  ^ 
^d^J  ~  d^\d^)'' 


or  —  est  continu   sur  OC.  Donc,  cette  partie,   aussi,  est 

nulle. 

D'A.  12 
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Le  problème  est  achevé,  sauf  que  la  (juestion  A^ approxi- 
mations, dans  le  cas  général,  est  très  délicate  et  qu'il 
faudra  constamment,  ou  bien  se  placer  dans  le  domaine 
analytique,  ou  faire,  sur  toutes  les  dérivées  des  fonctions 
données,  des  hypothèses  voisines  de  celle  d'analjticité. 

Remakque. 

M.  Burgatti  et  M.  E.-E.  Levi  (*)  passent  ensuite  au  cas 
général  :  équations  à  deux  variables,  d'ordre  /i,  les  n  caracté- 
ristiques étant  réelles  et  distinctes. 

11  faut  remarquer  que  M.  Delassus  (2)  avait  résolu  le 
problème  de  Gauchy,  les  caractéristiques  réelles  se  rédui- 
sant à  une  ou  deux  distinctes,  pour  l'équation  à  deux 
variables,  d'ordre  n. 

De  nombreux  travaux  devraient  encore  être  mentionnés, 
en  particulier  ceux  de  MM.  Le  Roux  (3),  Bianchi  ("*), 
Nicoletti  (5). 

Nous  ne  pouvions  donner  ici  que  des  aperçus  (^). 

PROBLÈME  D'INVERSION  D  ABEL. 
L'ÉQUATION  INTÉGRALE  DE  M.  VOLTERRA. 

On  a,  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  des  types 
elliptique  ou  hyperbolique,  des  résultais  très  considé- 
rables, de  sorte  que  certains  sont  déjà  devenus  classiques. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  le  \,y\)G parabolique. 


(*)  Ace.  dei  Lincei,  nov.  1906,  et  mars  1908, 

(*)   Thèse  {Ann.  de  VEc.  Norm.,  1895  ). 

(3)  Thèse  {Ann.  de  VEc.  Norm.,  1S94).  —  Journal  de  M.  Jordan, 
1898,  1900,  1903. 

(*)  Ace.  dei  Lincei,  1896,  et  Leçons  sur  la  Géométrie. 

(*)  Ace.  dei  Lincei,  1895.  —  Mem.  Ace.  di  Napoli,  1896. 

(^)  Voir  :  Les  équations  à  caractéristiques  réelles  (collection  Scien- 
t/a), 1907.  —  I.  Bendixson,  Arkiv  for  MateniatiL,  Bd.  III.  — A.  Myller, 
Société  des  Sciences  de  Bucarest,  1908. 
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On  s'en  rendra  compte  en  lisant  la  Leçon  de  M.  Vol- 
terra  ('),  où  il  fait  une  synthèse  originale  des  principaux 
résultats  acquis  touchant  l'équation 

d^u        du         „^        , 

Mais  il  est  très  remarquable  de  voir  que  les  équations 
intégrales  paraissent  devoir  jouer,  ici  aussi,  un  rôle  très 
considérable.  (E.  Holmgren,  Arkiv  for  Matematik,  1906 
et  1907. —  Voir  aussi  Eugenio-Elia  Levi,  ylcc.  deiLincei, 

1907-) 
Nous  dirons  donc   un  mol   de    V équation  de  M.   Vol- 

terra  (-)  et  du  beau  problème  d' inversion  résolu  par  Abel, 

qui  fut,  là  aussi,  un  grand  précurseur. 

PROBLÈME    d'inversion    d'aBEL. 

1.  Faisons  une  remarque,  due  à  Dirichlet,  sur  une  inté- 
grale double  étendue  à  Taire  d'un  triangle  formé  par  Oy, 
la  première  bissectrice,  yr=x.,  enfin  par  une  parallèle 
à  O^,  y  z=  a. 

Intégrons  par  tranches  horizontales,  puis  par  tranches 
verticales,  nous  avons 

i     dy  j     ¥{x,y)dx=l     dx  j     ¥(x,y)dy. 

2.  Cela  posé,  voici  l'énoncé  du  problème  d'Abel  : 

/  est  V inconnue,  g  est  donnée,  et  V on  a  o  <C.  n  <Ci 
pour  que  V  intégrale  ait  un  sens.  H  faut  avoir 


i 


(^)  V.  V^OLTERRA,  Leçons  faites  à  Stockholm  en  ]9o6.  —  Poisson, 
Théorie  de  la  chaleur,  i835.  —  P.  Appell,  Journ.  de  Math.,  1892. 
(En  paiLiculier,  dans  ce  beau  Mémoire,  sont  retrouvés  des  théorèmes 
d'Hermite  sur  des  polynômes  spéciaux.) 

(^)  Ace.  di  Torino,  1896;  Ace.  dei  Lincei,  Roma,  1896. 
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La  solution  est  aujourd'hui  classique;  on  effectue  sur  les 
deux  membres  ro[)ération 


avec   la  remarque  de  Diriclilet.   Grâce  à   la   nature   de   la 
fonction  F,  on  obtient  de  suite,  k  étant  une  constante, 


h 


0 


3.  Le  problème  est  résolu.  On  doit  remarquer  qu'on  a  à 
dériver  une  intégrale  à  élément  infini  et  que,  par  suite,  le 
résultat  est  immédiat  par  l'emploi  de  la  notion  de  partie 
finie.  Nous  représenterons  la  partie  finie  d'une  intégrale 
infinie  par  |  . 


da 


i: 

^(r) 

d 
da  {a  - 

I 

-yy- 

-.dy 

-.(" 

^(7) 

à 

dy  {a  - 

I 

-yy- 

-.dy 

\     é^(y)     y  ,   f"  s'iy)dv 


U    i^-yy-" 

La  solution  n'est  régulière^  à  l'origine,  que  si  g  est  nul 
en  ce  point. 

l'équation  intégrale  de  m.   volterra. 

1.   Il  j  a  deux  équations  intégrales  fondamentales  :  /est 
l'inconnue,  F  et  g  sont  donnés  :  , 

(EO      f(:v)  +  X  f    F(x,y)f{y)dy  =  ff(x)         (M.  Fredholm), 
(EO      f{x)-i-lf    ¥{x,y)f{y)dy  =  g{x)         (M.  Volterra). 


(A) 
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La  seconde  se  résout  par  des  a|)proximations  successives  : 


Si  les  fonctions  F  et  ^  sont  bornées,  les  approximations 
convergent,  quel  que  soit  X,  et  la  solution  est  unique, 

La  même  méthode  ne  réussirait,  pour  la  première  équa- 
tion, que  pour  des  valeurs  assez  petites  de  X.  Gomme 
d'ailleurs  M.  Fredholm  a  montré  que  la  solution  est  méro- 
morphe  par  rapport  à  X,  on  obtient,  par  les  approxima- 
tions, une  sorte  de  limite  inférieure  du  module  du  pôle  Àq. 
le  plus  voisin  de  l'origine. 

2.  M.  Picard  a  mis  en  évidence  que  les  approximations 
successives  simplifient  les  beaux  travaux  de  M.  Volterra. 
Suivons  ce  mode  d'exposition. 

Dans  (E2)  on  posera 

d'où 

/o=^,      fiÀ^)=- f  F{^.y)fp-i(y)dy. 

Si  l'on  a 

|^(.r)|<M,         |F(^,j^)|<N, 

on  a  de  suite 

(JSx)P 


\fpi^)\<M 


\l 


d'où  la  convergence,  quels  que  soient  M,  N,  X. 

11  j  a  aussi  unicité  de  solution,  car,  soit  h{x)  une  solu- 
tion ^A^^e  de 


h{x) 


.  /     F(x,y)h(y)dy  =  o; 
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nous  avons  donc 

\hir)\<?, 

d'où 

\h{x)\<\i\  f  m* dy  =  \i\m'x, 

ou  bien 

\Hy)\<\M^Vy. 

Revenons  à  l'équation  par  itération,  d'où 

\h{c 
En  général, 


l^(-^)l<  l>'l'   r    ^'S''ydy  =  \\\VN^~^ 


quelque  grand  que  soit  /?,  d'où 

h{x)  ^  o. 

3.  On  peut  étendre  ce  résultat.  Supposons  que  !a  fonc- 
tion F  devient  infinie,  mais  est  intégrable.  On  a  l'équa- 
tion 

Les  approximations  reviennent  à  poser 

f{y)  =My)  +  ^Aiy)  +  ^''Mr)-^-  -  •• 

C^  f,{x)dx 


On  posera 

r'     dt 

et  l'on  trouvera,  M  étant  une  limite  supérieure  du  module 


de  g  : 
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(  \A(r)\<yiby^-^ 
^  !.A(r)l<M(6J^l-«)^ 


iS'i 


La  convergence  est  assurée  si  l'on  a 

Donc,  si  y  est  assez  petit,  il  y  a  une  solution  et  elle  est 
unique.  (Même  raisonnement  par  itération.) 

4.   Il  faut  mentionner  que  le  point  de  départ  de  M.  Vol- 
lerra  a  été,  non  point  l'équation  (E2),  mais,  bien  celle-ci  : 


(V,) 


Par  dérivation  en  y,  on  retombe  sur  (Eo)  si  G{y^y)  ne 
s'annule  pas  ('  ). 

5.    Passons  à  un  cas  plus  général  : 


(VO 


Une  intégration,  suivie  de  dérivation,  ramène  encore  à 
(Ko),  comme  l'a  montré  M.  Volterra. 

C'est  très  simple  pour  le  cas,  très  général,  où  l'on  a 

lî{x,y)=^h,(-T)^^,(r). 


(')  Si  cette  fonction  s'annule,  il  faut,  pour  l'étude  de  ce  problème,  se 
reporter  aux  travaux  suivants  :  V,  Volterra,  Annali  di  Matematica, 
1897.  —  E.  HoLMGREN,  Soc.  l'oyale  des  Sciences  d'Upsal,  1900.  — 
T.  Lalesco,  Thèse  {Journ.  de  M.  Jordan,  1908).  Ce  Mémoire  est 
extrêmement  intéressant. —  Koir  aussi  une  courte  Note  de  l'auteur,  Con- 
grès de  Rome,  1908.  Notons  que,  dans  sa  Thèse,  en  1894,  M.  Le  Roux 
avait  abordé  ce  genre  de  problèmes. 
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On    emploie  l'artifice  d'Ahel  (*)  :    inU'gralion  avec    la 
remarque  de  Dirichlel, 

\     I     hu{x)f{x)dxl ''  •        =  fonct.  connue. 

PosanLy  —  X  ^=  t{a  —  x)^  nous  remplaçons  la  variabley 
par  t  et  nous  intégrons,  d'où 

C'est  une  équation  (V,). 

Elle  se  ramène  à  (Ea)  si  la  fonction 

^Gp{a,a}hp{a) 

ne  s'annule  pas. 

Or,  cette  fonction  est,  à  un  facteur  constant  près, 

^gp(a)hp{a)  =  H(ff,  a). 
Donc,  discussion  encore  si  H(x^x)  s'annule. 


(*)  M.  Picard  donne  une  autre  solution,  pour  le  cas  où  H  (a,  a)  ne 
s^anoule  pas,  dans  les  Comptes  rendus  en  1904.  M.  Burgaiti  a  résolu 
un  problème  plus  général  {Ace.  dei  Linci-i,  1908). 

On  passe  assez  facilement  au  cas  ivon  linéaire  (Lalesco),  tandis  qu'il 
n'en  va  pas  de  même  pour  l'équation  de  Fredtiolm. 
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ÉNONCÉS  DE  PROBLÈMES. 


i.   On  donne  l'équation 

x^y —  -icpy —  4jK  =  iP  sina?  -H  (a  +  bx^)  cosa7. 

Établir,  entre  les  constantes  a,  b,  une  relation  telle  que 
l'intégiale  soit  une  fonction   uniforme. 

2.  F(x)  étant  holomorphe  au  voisinage  de  l'origine, 
trouver  une  solution,  holomorphe  autour  de  l'origine, 
pour  l'équation 

x^y -i-  "ixy  -\- y  =  ¥{x). 

3.  On  donne 

X  et  X,  sont  fonctions  de  oo  seul,  holomorphes  à  l'origine, 
et  pour  I  jc  I  <<  a,  on  a 

|X1<M,         |Xi|<M. 

Dans  quels  champs,  pour  ;r  et  poury,  peut-on  afiirmer 
l'existence  d'une  solution  holomorphe? 

4.  Étudier  de  même 

sin.r 


r  = 


x^-+~y-h  3 


^  ety  restant  dans  des  cercles  de  rayon  i,  etde  centres  jCq, 
yo  ;  Xq  etyo  étant  réels. 
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5. 

Soit 

(0 

d^y          dy 
dx^=Pdx^ 

qy 


une  équation  différentielle  o\i  p  el  q  sont  des  fonctions  de 
la  variable  x.  On  demande  de  trouver  la  relation  qui  doit 
exister  entre  ces  coefficients  p  el  q  pour  que  l'équation  (i) 
admette  deux  intégrales  linéairement  distinctes  y^  et  y2 
liées  par  la  relation 

Examiner  le  cas  où  l'on  a 

^  =  ^- 

Trouver  le  coefficient  q  et  l'intégrale  générale. 

C.   Soit  l'équation  linéaire 

d-  y  dy 

dontyi  et  /2  représentent  deux  intégrales  distinctes.  Le 
rapport 

dépend  de  trois  constantes  arbitraires,  puisqu'on  peut  rem- 
placer j/-^  et  j'2  P^r  des  combinaisons  linéaires.  Il  satisfait 
donc  à  une  équation  du  troisième  ordre. 

Former  cette  équation? 

/-\  1     •  1  >  dy\      dy', 

Un  a  quatre  relations  homogènes  en  j^,,  y^^  -7—'  -7-^* 


D'où 


dz   d^z       ^(d^zy 
'^dxdx^       \dx-^) 

ldz\\              -"1 

7. 

On  donne 

dy—f{x,y)dx-=^c> 

■î  '^  dx 
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Dans  quel  cas  a-t-on  un  facteur  intégrant  de  la  forme 

8.  Trouver  une  courbe  plane  passant  par  l'origine  O  des 
coordonnées  et  telle  qu'on  ait,  en  tout  point  M, 

•la 
R  étant  le  rayon  de  courbure,  s  l'arc  OM,  a  une  constanle. 

9.  Trouver  une   l'onction    analytique  /(^),  holomorphe 
à  l'origine,  nulle  avec  ^,  el  dont  la  partie  réelle  est 

.-r  (  I  —  x^  —  JK-  ) 


10.   Calculer  /  I* dx  -\-  Çldy  le  long  d'un  chemin  AMB 

entourant  l'origine.  A  a  pour  coordonnées   i,o.  B  est  le 
point  X,  Y,  situé  dans  le  premier  quadrant. 


P  = 


y ■^^i or~ -+■  y-)  ^r-  .r 3 


11.  Déterminer  les  deux  facteurs  P(^)  et  Q_{t)  de  telle 
façon  que  la  fonction  y^  représentée  par  la  formule 


y  =  {x 


«)  r  f{t)?{t)dt-^-{x-b)  f  f(t)q{t)dt, 

db  ^a 


soit  une  intégale  de  l'équation  différentielle 

pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonction  f{x). 

12.   Soient  R,   et  Ro  les  rayons  de  courbure  principaux 
d'une  surface  de  révolution  S  en  un  point  M  de  cette  sur- 
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face,  Ri  désignant  le  rayon  de  courbure  correspondant  au 
centre  de  courbure  situé  sur  l'axe.  On  demande  : 

1°  De  former   l'équation    différentielle    à   laquelle  doit 

R 
satisfaire  la  méridienne  de  S  pour  que  le  rapport  -^  soit 

égal  à  une  fonction  donnée  de  l'angle  o  que  fait  avec  l'axe 

le  plan  tangent  au  point  M  à  la  surface  S; 

2"  D'intégrer  cette  équation  différentielle  en  supposant 

qu'on  a 

Ri  _     m 

R2  ~  coso         ' 

m  étant  une  constante  donnée. 
Cas  où  m  =  o, 

13.  Intégrer    le    système    suivant   d'équations    linéaires 
où  A  désierne  une  constante  : 


■&' 


^_(X-i-i)jK-'2  5-4-2(l-À)w  =  o, 


dz 

dx 
du 
dx 


\y  H-  ('2X  —  i)a  =  o. 


Examiner  en   particulier  les  deux  cas  où  l'on  a  \^^o 
et  X  =  2. 

14.  Etudier  la  courbe 

:r  =  Picosa^  —  acos[5^, 
j' =  fi  sina^ -h  a  sin  {i^, 

4a|î     .     a  +  3 

Z   =   '-T-  SMl  !-  t. 

a  +  (3  2 

Trouver  le  rayon  de  courbure,  le  rayon   de   torsion,   le 
rayon  de  la  sphère  osculatrice. 

15.  Calculer  l'intégrale 

J  =    /  [f(r)e''—my]dx-^[/'(y)e^  —  m]  dy 
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le  long  d'an  chemin  quelconque  partant  du  point  A  sur  Ojk, 
arrivant  au  point  B  sur  Ojk,  limitant  avec  l'axe  Oy  une 
aire  de  grandeur  constante  K. 

16.  Étudier  la  surface 

X  =  ii'j        y  z=  uv^         z  =  v--\-iu. 

Le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  deux  coniques. 
Lignes  de  courbure.  Lignes  asjmptotiques. 

17.  Trouver  une  solution  de 

contenaiit  la  droite 

y  =  z  =  IX. 

18.  Trouver  une  solution  de 

y 

z=px-\-qy-{-a  — 

contenant  la  courbe 

z  —  o,         x^-{- y^ -h 'iaxy  =  o; 

Lignes  asymptotiques. 

19.  Trouver  une  solution  de 

x(x^-i-y^)p  -^  '2y'{px  -+-  qy  —  z)  =  o 

contenant  la  courbe 

z  =  c^        X'-i-y-  =  R-. 
•  20.   Trouver  les  surfaces  de  la  forme 


telles  que  la  somme  des  projections  sur  Oz  des  deux 
rajons  de  courbure  principaux  varie  proportionnellement 
au  produit  xy. 
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Lignes  asymplotiques. 

21.  Intégrer 

p"^  —  ipq  -\-  iq^  —  4^  =  0; 

solution  contenant  la  conrbe 

a?  =  o,         z  =  y^. 

22.  Trouver  les  surfaces  dont  les  plans  y  =  const.  con- 
tiennent des  lignes  de  courbure  et  qui,  dans  le  plan  yOz, 
se  raccordent  avec  la  surface 


23.   Intégrer 


2372 — j2_4_  22  _  ^  —  1  =  0. 


px  -h  qy  =  z  —  X. 


Trouver  les  lignes  asjmptotiques  des  solutions.  Dans 
quel  cas  les  projections  de  ces  lignes  sur  xOy  sont-elles 
orthogonales? 

24.  Intégrer 

xy'^p  H-  x'^yq  =  z{x^-{- y"^). 

Dans  quel  cas  les  caractéristiques  sont-elles  lignes  asjmp- 
totiques? 

Trouver,  dans  ce  cas,  les  surfaces  coupant  orthogonale- 
ment  les  surfaces  intégrales. 

25.  On  considère  une  sphère  de  rayon  constant  R  dont 
le  centre  |ji  décrit  une  hélice  2  tracée  sur  un  cylindre  de 
rayon  r. 

On  demande  de  déterminer  l'arête  de  rebroussemenl  de 
la  surface  enveloppe  de  cette  sphère.  On  montrera  qu'elle 
se  compose  de  deux  courbes  distinctes  S,  S' jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

1°  La  sphère  mobile  a  constamment  un  contact  du 
second  ordre  avec  les  courbes  S  et  S'; 
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2°  Les  tangentes  aux  courbes  S,  S'  aux  points  M  et  M' 
qui  correspondent  à  un  point  [jl  de  S  sont  perpendiculaires 
à  la  tangente  en  [Ji  à  S,  et,  respectivement  aussi,  aux  droites 

3"  La  sphère  de  rayon  R  dont  le  centre  décrit  l'une  ou 
l'autre  des  courbes  S,  S'  a  un  contact  du  second  ordre 
avec  la  courbe. 

Cas  particulier  où  le  rayon  de  la  sphère  mobile  est  celui 
de  la  sphère  osculatrice  à  l'hélice. 

26.  Une  surface  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires  est 
représentée  par  l'équation  (x^  -hy^-h  z'^  —  a^Y=z  Sa^^xy; 
on  demande  : 

i"  De  trouver  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure; 

2°  Pour  un  point  arbitraire  de  la  surface,  de  calculer  les 
coordonnées  des  centres  et  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux, qui  correspondent  à  chacune  des  deux  lignes  de 
courbure  passant  par  ce  point; 

3'  Si  le  point  donné  décrit  une  ligne  de  courbure,  de 
démontrer  que  le  centre  de  courbure  correspondant  est 
fixe; 

4*^  De  déterminer  le  lieu  de  tous  ces  centres  de  courbure 
principaux. 

27.  On  demande  de  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  cur- 
viligne 


J  {ax 


X  dy  —  y  dx 


prise,  dans  le  sens  positif,  le  long  d'un  contour  fermé  G 
comprenant  l'origine  à  son  intérieur;  a,  p,  y,  8  sont  quatre 
constantes,  et  l'on  a 

aô  —  j^Y  ^  o. 

28.   Calculer  l'intégrale  double 

/     /  ^-y^'^^  —  Jp**  —  y'^  dx  dy^ 
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étendue  à  la  région  du  plan  définie  par  les  inégalités 

29.  Sur  une  circonférence  de  rayon  ésfal  à  n  tracée 
dans  le  plan  z  et  ayant  l'origine  comme  centre,  on  prend 
nP  points  situés  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  de 
nP  côtés;  l'un  des  sommets  se  trouve  à  l'intersection  de  la 
circonférence  avec  la  partie  positive  de  Taxe  réel  Ox. 

Former  une  fonction  univoque  et  holomorphe  admettant 
pour  zéros  tous  les  points  ainsi  construits  pour  les  diverses 
valeurs  entières  de  n^  de  n  =  i  k  n  =  ce. 

30.  Soit  une  surface  S, 


dz  dz 


Exprimer  x^  jk,  2,  />,   q-,    en    fonction    de    deux   para- 
mètres a,  [^,  de  façon  à  vérifier  les  éqiiations 


(I) 

dz  —  p  dx  —  q  dy  =  o, 

(2) 

z—px  —  qy  =  ce, 

(3) 

y  =  ^^. 

(4) 

p-^^q=u{:c,^), 

u  est  donné. 

Î51  -— r  =  o,  et  dans  ce  cas  seulement,  la  suriace  est  une 

courbe. 

Former,  en  a  et  [3,  l'équation  différentielle  des  asympto- 
liques. 

Lorsque  u  =  AB  +  aB,  -f-  Bo,  A  dépend  de  a  seul  ^  B,  B, , 
B2  dépendent  de  ^  seul  (les  fonctions  B  sont  données  et  A 
est  arbitiaire)^  la  surface  S  vérifie  une  équation  linéaire 

P,  Q,  R,  sont  fonctions  de  x^  y^  z. 

Quelles  sont  lès  caractéristiques  de  cette  équation? 
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31.  Soient  O^,  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires  et  une 
surface  S  dont  le  plan  tangent  en  un  point  M  coupe  0^7 
en  P  et  Oy  en  Q. 

Trouver  les  surfaces  S  telles  que  les  triangles  OMP, 
OMQ  aient  même  aire. 

Soit  Y  une  caractéristique  de  l'une  des  équations  obte- 
nues, autre  que  l'équation  de  certains  cônes;  on  prend 
deux  surfaces  quelconques,  Sq  et  S,,  coupées  chacune  en 
un  seul  point  par  une  courbe  y,  et  l'on  prend  un  cylindre 
de  courbes  y,  découpant  des  aires  correspondantes  o-q 
sur  So  et  a-,  sur  S|,  ce  qui  détermine  une  surface  fermée. 
Calculer  l'intégrale,  étendue  à  celte  surface, 


=//(T 


cos3\    , 


A  étant  la  distance  d'un  point  à  O^,  B  étant  la  distance 
d'un  point  à  Oy,  a  et  [^  les  angles  de  ces  axes  avec  la  nor- 
male  à  la  surface. 

32.  Démontrer  que  la  constante  d'Euler  a  pour  expres- 
sion 

C=    f    e-^  ( i -]dx. 

On  écrira  —  =    1      e^"^  dx 

J^n=    j     -^  =    /      dy  I      e-y^dx. 

33.  Intégrale  générale  de 

à'*  z  d'*z  d'*  z 

âx^  ~"^  dx^  dy^  ^  dy^^^' 

Voit-  la  théorie  des  caractéristiques,  qui  donne 

\dx  "^  ây)    [û^  "■  ôy/   ~  ^' 
D'A.  i3 
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d'où  la  chaîne  d'opérations 


=  0, 

dx 

dy 

=  63 

âx 

ày 

=  G, 

dz 

dx 

dz 

=  6„ 

34.   Étudier  l'équation 


y  :=xy-^f{x)^i-i-y'-i. 

Y  a-t-il  une  solution  singulière? 
Cas  particulier  :  f[x)  ^=  ax  -{-  b. 

Note.  —  Rappelons  que  l'équation 

ne  peut  avoir  une  solution  singulière  ({ue  si  y  et  y'  satis- 
font au  système 

/=o, 

?y  =  °' 

Ox        dy  -^ 

Soit  ^{x,y)  =  0  une  telle  courbe,  c'est  une  singulière 

si  -p  n'est  pas  identiquement  nul  pour  la  valeur  y  de  x, 

tirée  de  P  =  o. 

Quand  il   n'y  a   pas   de   singulière,   le  résultant  Q  =  o 

de  /=  o,  -p;  =  o,   donne  une  courbe   sur  laquelle  y'  ne 

satisfait  pas  à  l'équation  différentielle  et  cette  courbe  est, 
en  général,  un  lieu  de  points  de  rebroussement  des  solu- 
tions F(^,  y,  C)  =  <>  de  l'équation  (G.  Darboux,  Bull. 
Sciences  math.,  iS^S;  E.  Picard,  Traité,  t.  III). 
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3o.   Y  a-l-il  une  solution  singulière  pour  l'équation 

ax'^y'^-^-  IX  y  {y —  ia)y' —  2jk^(jk  —  2  a)  =0. 

36.  Etant  donné  dans  un  plan  P  un  axe  Ox^  on  demande 
de  déterminer  dans  ce  plan  une  courbe  C,  passant  par  le 
point  O,  telle  que  l'aire  engendrée  par  la  rotation  d'un 
arc  OM  de  cette  courbe  autour  de  Ox  soit  dans  un  rapport 
constant  K  avec  Taire  engendrée  par  la  rotation  de  la  tan- 
gente MT  autour  du  même  axe. 

Examiner  en  particulier  le  cas  où  K  ==  -• 

Su7^  les  équations  linéaires. 

37.  i"  Rappel  de  deux  formules.  —  Rappelons  deux 
formules  d'un  emploi  constant.  La  solution  de 

est 


y  =  e  *^         [c —    I    Qe'^  dx 


Si  l'on  connaît  une  solution  y^  (x)  de 

y'+py-+-Q^==o, 


la  solution  est 


—  fp  dx- 
y  =  yA  a  -^  b   I    ~e  '^  dx  ) . 


•'(""*/jf 


2"  Application.  —  Intégrer  complètement  les  équa- 
tions différentielles  des  polynômes  X/^  de  Legendre  et  des 
fonctions  J„  de  Bessel. 

38.   On  considère  l'équation  aux  différentielles  totales 

( [)       c?^  =  ( A^2 H-  2  Bz  +  G )  â?x  +  (  A.  22  4-  2B1 2  -H  Cl )  c/7, 

où  A,  B,  c,  A,,  B,,  C,  sont  des  fonctions  des  deux  variables 
indépendantes  x  et  y. 

On  demande  de  former  les  conditions  auxquelles  doivent 
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satisfaire  les  fonctions  A,  B,  G,  A, ,  Bi ,  C, ,  pour  que  l'équa- 
tion soit  complètement  intégrable. 

Ces  conditions  étant  supposées  satisfaites,  expliquer 
comment  on  achèvera  l'intégration  de  cette  équation,  si 
l'on  connaît  une  ou  plusieurs  intégrales  particulières. 

Exemple.  —  Etant  donnée  une  famille  de  courbes  F, 
représentées  dans  un  svstème  d'axes  rectangulaires,  par  les 
deux  équations 

(T)         x'^—iz'^=a,         3y^—DX^z^-^mx^z-\-i^z^=b, 

si  a  et  ^  sont  des  pnramètres  arbitraires  et  m  un  coefficient 
constant,  on  demande  de  déterminer  ce  coefficient  m  de 
façon  que  ces  courbes  F  soient  les  trajectoires  orlliogonales 
d'une  famille  de  surfaces,  et  de  trouver  celte  famille  de 
surfaces. 

39.  Application  de  la  fonction  de  Green.  —  i"  Trouver, 
sous  forme  d'intégrale  double  (la  fonction  de  Green  figu- 
rant sous  le  signe),  la  solution,  nulle  sur  le  contour,  de 
l'équation 

2'*  Démontrer  que,  un  poiut  (a ^  b)  s'approchanl  du 
conlour  G,  la  solution  uUi^  b)  tend  vers  la  valeur  donnée 
zéro.  (G'est  le  seul  point  délicat.) 

40.  Soit  une  courbe  gauche  G,  dont  les  coordonnées  .r, 
jK,  z  sont  des  fonctions  données  de  l'arc  s. 

En  chaque  point  l'on  considère  une  sphère  de  rayon 
donné,  r  [s)^  ayant  son  centre  sur  G. 

Trouver  l'équation  difierentielle  des  lignes  de  courbure 
de  V enveloppe  de  ces  sphères. 

Puis  on  prendra  les  cas  suivants  : 

i*^  La  courbe  G  esl plane; 

2"  r  est  constant: 
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3''  r  est  proportionnel  à  z. 

(Voir  Je  paragraphe  «  Hjperg-éométrie  »  de  ce  Livre; 
s'inspirer  de  ce  qui  est  fait  Jà.  En  particulier  l'enveloppe 
sera  définie  par  s  et  l'angle  9.) 

M.   On  considère  les  courbes  gauches  telles  qu'on  ait 
X  dy  —  y  dx  =  a  ds, 

a  est  une  constante,  s  l'arc  de  courbe. 

Montrer  que  les  normales  principales  de  ces  courbes  ren- 
contrent l'axe  O^. 

Trouver  les  surfaces  dont  ces  courbes  sont  les  lignes  de 
plus  grande  pente  par  rapport  au  plan  xOyl 

42.   Etudier  las  caractéristiques  de 


(S 


Elles  sont  dans  des  plans  qui  coupent  orthogonalement  les 
surfaces  intégrales.  Trouver  leurs  développées. 
Lignes  de  courbure  des  intégrales? 

43.    Soit  une  surface 

a7  =  acosp,         jK  =  wsinp,         ^  =  a(^-hU(a). 

Déterminer  U  de  façon  que  l'une  des  familles  d'asjmpto- 
tiques  soit  formée  par  les  trajectoires  orthogonales  des 
courbes 

u  =  const. 

Pour  cette  forme  de  U,  trouver  une  caténoïde  applicable 
sur  la  surface. 

[L'aljsséide  ou  caténoïde  est  la  surface  de  révolution 


1 

C'est  la  seule  surface  minima  de  révolution.] 
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Â4f.  t'R.  désignant  la  partie  réelle  à\\n  nombre  complexe, 
^  et  Ç  deux  variables  liées  par  la  relation 


la  surface  suivante  est  minima 


^--W}-^ih-l^)] 


r  =  AAU 


T,[ 


V~  /i 


5  l^-ij 


(J.  Hadamard,  Bull.  Se.  math.,  1902.) 

45.  Soit  la  surface 

x  =  vco?,u^        y  =  V  ûnu,         z  =  f{u) -\- v  g{u). 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  génératriees? 
Former  l'équation  des  asymptotiques. 
Intégrer  lorsqu'on  a 

g  =^  a  cos  u  -\-  h  sin  u 

{a  et  b  sont  constants). 

Dans  ce  cas,  peut-on  déterminer  f  de  sorte  que  les 
asymptotiques  aient  pour  projection  sur  le  plan  xOy  des 
cercles  passant  par  l'origine? 

46.  On  donne  la  partie  réelle  P(^,  y)  d'une  fonc- 
tion f{z).  Montrer  que  f{z)  s'obtient  à  l'aide  de  la  fonc- 
tion W^  si  l'on  a  posé 

Zq  étant  conjugué  de  z.  (R.  Alezais,  Nouv.  Ann.,   1907.) 

47.  Soit  une  surface  telle  que,  sur  une  ligne  asympto- 
tiquCy  on  ait 


I 
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S  étant  l'arc  d'asymptotiqiie,    /'  la  distance  d'un  point  de 
l'asymptotique  à  un  point  fixe^  C  une  constante. 

Cette  surface  est  de  révolution,  ou  bien  elle  est  un  cône. 
(G.  TziTzÉicA,  T.  Lalesco,  Nouv.  Ann.,  1907.) 

48.  Lignes  asjmptotiques  de  la  surface  lieu  du  milieu  des 
cordes  de  la  courbe 

(J.  DE  Vries,  Nouv.  Ann.,  1907.) 

49.  Note.  —  I.  Les  diamètres  conjugués  de  V Indicatrice 
de  Dupin  fournissent  les  lignes  conjuguées  sur  une  sur- 
face. Uune  de  ces  lignes  a  pour  tangente  l'intersection  de 
deux  plans  tangents  dont  les  points  de  contact  sont  infi- 
niment voisins  sur  Vautre.  Soient  «?  et  0  deux  directions 
conjuguées;  la  même  voie  qui  a  donné 

^cd-^x        (p.  3), 
donne 

d'où 

Y)  du  ùu  +  D' {du  Zv  -^  dv  ou)  -\-  D"  dv  ov  =^  o. 

Si  les  lignes  w=  const.,  v  =  const.   sont  conjuguées,  on  a 

D'=o. 

{Voir  le  théorème  de  M.  Koenigs,  G.  Darboux,  Leçons, 
t.  [,  p.  112.) 

H.  Surface  minima.  —  La  somme  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  est  nulle,  l'indicatrice  est  partout  une 
hyperbole  équilaière 

{\-^  q^)r  —  ipqs  -^(i-i-p^)t  =  o. 
Nous  rappelons  que,  la  surface  étant  rapportée  à  son  plan 
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tangent, 

2  il  \A   ' 

l'indicatrice  est 

Cp2=ï. 

50.  Soient  deux  fonctions  X(^)  et  V((^).  Les  déterminer 

de  façon  que  les  courbes 

p  -h  :r 

{;:r  =  const.,  =  const. 

I  —  çx 

forment  un  réseau  conjugué  sur  la  surface  E,  enveloppe  de 

Z-{-çy={ç  —  x)(\'—\')  —  '2{\-i-X). 

Lignes  asjmptotiques? 

51.  Prendre  un  chemin  d'intégration  L  tel  que 


jr(x)=       e-^z^-Uz  —  i)-'^- 


^dz 


soit  une  solution  de  l'équation  différentielle 

[d'^'y        dy\ 

52.  Etudier  l'équation  aux  dérivées  partielles 

/>2+5r2H_a2=  F((;), 
ajant  posé 

.r2  H-  ^r2  ^_  , 

u^px-\-qy  —  z,         v  =  ^^ 

Former  l'équation  des  caractéristiques  dans  leur  plan. 

53.  Soit  a  un  paramètre  et  soit  une  famille  de  courbes  : 

(l)  /(^.JK.  a)=^>; 

on  suppose  que,  pour  chaque  valeur  de  a,  les  équations  (i), 
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(2),  (3)  ont  une  solution  commune  {^,  y]); 

Démontrer  que,  dans  ces  conditions  : 

i"   Ou  bien  le  point  (^,  Tj)  est  yZ^e; 

2°  Ou  bien  la  courbe  (i)  a,  en  ce  point,  un  contact  du 
second  ordre  avec  son  enveloppe. 

Trouver  la  condition  telle  que  la  seconde  circonstance  ait 
lieu. 

Même  problème  avec  une  famille  de  surfaces  : 

les  équations  (  i),  (2),  (3)  ayant  une  solution  commune  : 
une  courbe. 
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Notre  Bibliographie  est  très  incomplète. 

Réparons  ici  quelques  omissions  : 

(Nous  indiquons  surtout  des  Mémoires  trop  récents  pour 
avoir  trouvé  place  dans  V E ncyclopédie  matliémalique  en 
cours  de  publication.) 

i'*  Introduction  (p.  19).  —  M.  Lindelof  [Journal  de 
M.  Jordan,  1894)  a  complété,  sur  un  point,  la  théorie  de 
M.  Picard.  Soit  un  système  d'éc|uations  dififérentielles 


i  =1,2 Il 


^=F„(^,^,, 


|F/,(^,r,)-F/,(:r,Y,)|<2K/|r--Y,- 

1 

(Condition  Cauchy-Lipschilz.) 
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On  obtient  un  nombre  p",  à  comparer  à  p', 

(Voir  E.  CoTTON,  Acta  mathematica,  t.  XXXI.) 

2°  Chapitre  IV.  —  Ponr  l'équation  de  Fredholm  nous 
devons  encore  citer  les  tiavaux  de  MM.  Goursat,  Lebesgue, 
RiESz,  Bateman,  de  M"'^  Lebedeff,  de  MM.  Kellogg, 
Weyl,Helli]vger,  HiLB,  Lauiucella,  Andraf,  Boggio,  etc., 
et  une  Noie  des  Comptes  rendus,  de  M.  Sanielevici 
(juin  1908),  conclusion  des  travaux  de  MM.  H.  Weber, 
ScHWARTz,  PoiNCARÉ,  PicARD,  sur  la  vibration  des  mem- 
branes. 

Pour  le  problème  deDirichlet  el  les  questions  connexes, 
nous  devons  citer  : 

C.  Neumanjv,  Procédé  de  la  moyenne  arithmétique 
[Untersuchungen  ûber  das  Potential,  Leipzig,  1877). 

H.  PoiivcARÉ,  Méthode  du  balayage  et  travaux  sur  la 
Méthode  de  Neumann  {Le  Potentiel,  1899). 

A.  ScHWARTz,  Procédé  alterné.  —  Représentation 
conforme  (Werke,  1890). 

D.  Hilbert,  Méthode  des  variations. 

Travaux  de  MM.  Picard,  Korn,  Stecklof,  Liapoujvof, 
Lijvdeberg,  Robin,  Ernst  Neumanjn,  Zaremba,  Le  Roy, 
KiRCHHOF,  Lebesgue,  Beppo-Levi,  Fubini,  etc. 

Voir  les  livres  de  MM.  Harnack,  Picard,  Pockels, 
BôcHER,  Riemanjv,  F.  Klein,  Korn,  où  l'on  trouvera  des 
indications  sur  les  travaux  anciens  de  Laplace,  Gauss, 
Green,  W.  Thomson,  Lamé,  etc. 

Citons  aussi  les  travaux,  sur  les  fonctions  pol^harmo- 
niques,  de  MM.  Levi-Civita,  Almansi,  Lauricella,  Boggio 
(Ace.  dei  Lincei,  di  Torino;  R.  Ist.  Veneto;  Annali  di 
Mat.).  —  Sur  les  problèmes  de  Vélasticité,  résolus  par  les 
équations   intégrales,    nous    devons    citer    :    L    Fredholm 
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(Arklv  for  Mat.,  1906)  et  G.  Lauricella  (/?.  Àcc.  dei 
Lincei,  1906  et  1907). 

Faisons  enfin  une  observation,  relativement  aux  pro- 
blèmes de  Dirichlet  et  Neumann(p.  i34  et  i35). 

Pour  le  Problème  de  Dirichlet,  extérieur,  dans  le  plan, 
il  j  a  une  condition  de  possibilité.  —  Dans  l'espace,  il 
n'y  a  pas  de  condition,  car  l'on  n'a  qu'à  ajouter  une  simple 
couche  à  la  double  couche.  —  Ceci  se  reflète  parfaite- 
ment dans  l'étude  de  l'Equation  de  Fredholm  correspon- 
dante. 

Voir,  sur  ces  questions  :  H.  Poincaré,  Le  Potentiel 
newtonien  (p.  290,  et  809).  —  J.  Plemelj,  Mémoires 
cités.  —  G.  Lauricella,  Annali  di  Matematica  et  Nuovo 
Cimento,  1907.  M.  Plemelj  rattache  à  l'équation  de 
Fredholm  les  fonctions  fondamentales  (H.  Poincaré, 
p.  353). 

3"  Chapitre  V.  —  Sur  l'équation  du  type  hyperbolique 
à  n  variables,  M.  H.voamard  vient  de  publier  un  important 
Mémoire  (Acta  mathematica,  t.  XXXT). 

Je  dois  signaler  une  omission  qui  me  concerne,  due  sans 
doute  à  ce  cjue  ce  Mémoire  a  été  écrit  longtemps  avant 
d'être  imprimé  :  page  36o,  M.  Hadamard  signale  comme 
très  difficile,  et  n'avant  pas  été  fait  encore,  certain  calcul 
de  dérivées  secondes  que  j'ai  donné,  de  façon  inattaquable, 
dans  le  Journal  de  M.  Jordan,  en  1906. 

Relativement  aux  travaux  de  M.  Goursat  par  les  approxi- 
mations successives,  sur  les  équations  du  type  hyperbo- 
lique à  deux  variables,  je  dois  signaler  que  certains  d'entre 
eux  ont  été  repris  par  M.  E.  Picard  {Comptes  rendus, 
1907).  M.  Picard  résout  une  équation  intégrale  nouvelle 
(du  type  Volterra).  Puis,  M.  A.  Myller  a  encore  repris  la 
question  (art.  cité  et  Comptes  rendus,  juillet  1908). 
Pour  les  équations  du  type  parabolique,  voir  :  Fourier, 
Œuvres,  2  vol.;  et  Poiivcaré,  Propagation  de  la  chaleur, 
I  vol. 
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Pour  les  problèmes  de  la  Physique  : 

P.  DuHEM,  Leçons,  2  vol.  (Hermann,  1891). 

Nous  renvoyons  enfin  aux  excellents  ailicles  de  VEncy- 
clopédie  (t.  II),  de  //.  Burkhardt  et  F.  Meyer,  de  yl. 
Sommerfeld,  à^  S .  Plncherle. 


ERRATA. 


Page  4<>>  dernière  ligne,  lire  : 

1 


H  =  7r 


—  a'  y/l_«i 


Page  itS,  paragraphe  S,  il  faut  ajouter  que  les  points  i  et  e  sont 
symétriques  par  rapport  à  Sq. 

Page  ii5,  ligne  9,  lire  : 

X  =  ±  h  y/s . 

Page    116,    formule  (2)  [comme  page   ni,  formule  (7)],   il  est 
entendu  que  n  est  la  normale  intérieure  à  l'aire  d'intégration. 

Page    134,   dans   toutes  les   formules,    remplacer  l'angle  <L  par 
co  =  71  —  4*  (t^oir  figure  i4)- 

Page  160,  ligne  6,  au  lieu  de  : 

PQ     et     QR, 
lire  : 

PQ     et     PÏÏ. 
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Tome  II.  Volume  de  636  pages,  avec  104  figures  et  238  exercices; 
1906 12  fr. 

43188  —  Paris.  Imp.  GAUTUILR-VILLAUS,  quai  des  Grands-Augustins,  55. 
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